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Capitolo 1

Richiami e complementi di
Topologia

1.1 Spazi metrici

Definizione 1.1 (Spazio metrico).
(X,d) & uno spazio metrico se X ¢ un insieme e d ¢ una distanza su X, cio¢ & una
funzione d : X x X — [0, +00) tale che:

e dlz,y) =0 <= z=y Vz,ye X

o d(z,y) =d(y,z) Vx,ye X

o d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) Vz,y,z€ X (disuguaglianza triangolare).
L’idea ¢ quella di costruire uno spazio sul quale possiamo misurare una distanza tra due
oggetti, replicando una misurazione in un piano euclideo, dunque una distanza pesca due

oggetti da X e restituisce un certo numero positivo che indica “quanto sono lontani” uno
dall’altro.

Osservazione 1.2.
Se Y C X, dove X & uno spazio metrico con la distanza d, allora (Y, d|Y) € ancora uno
spazio metrico.

Una classe importante di spazi metrici sono gli spazi normati. Vale dunque la seguente:

Definizione 1.3 (Spazio normato).
Si definisce spazio normato (V|| - ||) uno spazio vettoriale V sul quale ¢ definita una
funzione norma || - || : V — [0, +00) tale che:

o |[x]|=0 < x=0
o [Xx[| = AllIx]| vxeV,VAeR

o [x+yll <[l +lyll vxyeV.

Si osserva subito che lo spazio (V, d||.|) & metrico con la distanza indotta dalla norma,
cioe la distanza definita come d).(x,y) = [|x — y||.

Inoltre e importante fare una distinzione: mentre una distanza ¢ il modulo del vettore
congiungente = ed y la norma ¢ la lunghezza del vettore x in V.



1.1.1 Norme p

Facciamo qualche esempio di spazio normato ricorrente nel nostro corso:

i=1

n l/p
e (R, -,), con p > 1, dove, preso x € R", definiamo ||x||, = (Z |a;i|p> .
o (R™, |- |leo), dove, preso x € R", definiamo ||x[|oc = max _|z;|.
i€{1, n}

o (C([a,d]), I f]lp) dove definiamo:

C(la, b)) ={f : [a,b] = R | f & continua};

b 1/p
. (/ If(x)l”dx> p=1

mase /() p= oo
z€la,b]

Mostriamo ora che le due norme p appena definite rispettano effettivamente la defi-
nizione di norma data. Ci serviranno i seguenti:

Definizione 1.4 (Funzione convessa (versione con combinazione)).
Una funzione f : I — R, dove I ¢ un intervallo su R, si dice convessa se:

fOae+ (1= Ny) <Af(2) + (1 =Nfly) Yo,yel,vAel01].
11 valore Az + (1 — A\)y & detto combinazione convessa.

Definizione 1.5 (Prodotto scalare).
Dati x,y € R"™ si definisce prodotto scalare (canonico) di x per y l'operazione

n
(xy)=x-y=> my

i=1
dove le z; sono le componenti del vettore x e le y; le componenti del vettore y.

Lemma 1.6 (Disuguaglianza di Young).
Ya,b € R, a,b >0, e Vp,q > 0 tali che%—i—%:l st ha

1 1
ab < —af 4+ =b?
p q

Dimostrazione.
La funzione f(x) = e® ha derivata seconda sempre positiva dunque & convessa, quindi
possiamo scrivere:

In(a)  ln(b) _ e%ln(a”)e%ln(bq)

ab=-¢e

_ e%ln(ap)Jréln(bq) < leln(a”) + leln(bq) _ }ap + lbq
p q p

Lemma 1.7 (Disuguaglianza di Holder).
Va,y € R”, dati p,q > 0 tali che % + % =1, si ha che

-yl < l[z[,llullq



Dimostrazione.
Facciamo vedere che vale la disuguaglianza:

n
D lziyil < Ixlpllyllg

=1

da cui, dividendo componente per componente:

i il |yl <1

11y [[ylq

Questa e una somma di prodotti, dunque possiamo sfruttare la disuguaglianza di Young

per ricavare:
n

il il ( zal” il )
+ :
Z Iy [lyllg Z; pooallylg

plx|lp

Da cui, estraendo dal simbolo di sommatoria i valori indipendenti da i e spezzando la
somma al secondo membro, si ottiene:

12?:1 |i|” + 12?:1 |ya|?

p o Ixlp gyl

Adesso basta osservare che i termini al numeratore delle due frazioni precedenti sono,
per definizione, la potenza delle norme p e g, rispettivamente, di x e y, dunque i termini
si semplificano, lasciando:

,+,:1
p q

per ipotesi. Dunque, per disuguaglianza triangolare, concludiamo che:

n n
oyl =1 @iyl <D Ll < x[plylle-
i=1 i=1

Proposizione 1.8 (Le norme-p sono norme).
llzllp e ||zl sono norme su R™.

Dimostrazione.

Dobbiamo verificare che le due espressioni rispettino le proprieta di norma definite pre-
cedentemente.

Per come sono definite si osserva subito che le prime due proprieta della definizione sono
verificate.

Restano da provare le due subadditivita.

Per p = oo la prova ¢ immediata, poiché il massimo di una somma ¢ sempre minore della
somma, dei massimi.

Supponiamo allora p > 1 finito. Avremo allora che:

n n n
4yl =l +uil? =D lw + willws +walP™ <D (sl + ysl) i + vl
=1 =1 =1

Vogliamo ora applicare la disuguaglianza di Hélder all’ultimo termine: per farlo pos-
siamo distribuire il prodotto, spezzare la somma e dunque applicare la disuguaglianza,
prendendo come primo termine la norma p data dagli x; (e rispettivamente dagli y; per



la seconda somma) e come secondo termine della disuguaglianza la norma ¢ degli z; + y;.

n n n
D (el falles +yal ™t =D fealla P Y il P <
i=1 i=1 =1
|z1 4+ y1 P!
p—1=p/q
<=l + lI¥ll,,) =
|1'n + yn|p71 q
1
n q
=(llx[l, + [l¥ll,) (Z(Izi + yilp/q)q> =
=1

—1
=(lxIl, + lyll,) [+ y12/* = (Ixll,, + lly1l,) [Ix + y[2 ="

Dunque abbiamo ricavato che:

Il + 11} < (lxllp + llyllo) I + vl

Se [|x +y|, = 0 la tesi ¢ immediata. Altrimenti possiamo semplificare per |[x + yle=te
ricavare
Ix+yllp < lIxllp + 1yl

che ¢ la disuguaglianza conclusiva che volevamo provare.

Proposizione 1.9 (Ordine delle norme).
La mappa:

pA-lp
e debolmente decrescente.

Dimostrazione.
Per le proprieta delle norme basta mostrare il caso in cui ||x||, = 1 per qualche x € R”.
Vogliamo dunque mostrare che se p’ > p allora ||x||,y < 1.
Per definizione si ha:
1

n o n L ,
Il = (Z |$i|p/> < (Z |xi|p> =17/P =1,
i=1 i=1

infatti, poiché ||x||, =1 = |z;| <1 per ogni ¢, e p’ > p, si ha |z; P gy O
P

Proposizione 1.10.
Vn € N wvalgono le sequenti disuguaglianze:

o llalls < Vitleuc;
o llalls < Vitllalz-

Dimostrazione.
*) Osserviamo che vale la relazione:

n % n 2
1x]l2 = (Z mz) < (Z IIXII§O> = Vx|,
=1 =1

infatti ricordiamo che ||X||cc = sup |z;l;
1<i<
n n
%) Ricordiamo che ||x|; = Z || = inai = x - 0, dove indichiamo con o; i segni di
i=1 i=1
clascun x;; a questo punto, per la Disuguaglianza di Holder, abbiamo che x-0 < ||x|2]|o]|2

1
n 2 n 2
e, siccome ||o||2 = <Z 0?) = (Z(:I:l)2> = y/n, si ha la disuguaglianza voluta. [
i=1

=1



Osservazione 1.11.
Osserviamo che, applicando le disuguaglianze appena dimostrate alle palle By (), Bp(r),
By (1), B1(y/nr), Ba(r), Beo (ﬁ), (dove indichiamo, con un leggero abuso di notazione,

le norme utilizzate con i pedici), si hanno le seguenti inclusioni:
By (r) C Bp(r) C Bo(r).

T
B — | C By(r) C By(v/nr).
~(2) € Batr) © B
Mostreremo in realta che per ogni norma definita su R™ si hanno questo tipo di inclusioni,
piu precisamente vedremo che le norme su R™ sono topologicamente equivalenti.

1.2 Topologia

Definizione 1.12 (Palla topologica).
Dato uno spazio metrico (X, d) ed un numero reale positivo r si chiama palla aperta
di centro zg € X l'insieme:

B, (zo) ={y € X : d(zo,y) <7}.

Una palla chiusa di centro xy € una palla aperta unita al suo bordo, cioe I'insieme:

By(zo) ={y € X :d(xo,y) <r}.

Definizione 1.13 (Insieme aperto e intorno).
Dato uno spazio metrico (X, d) un suo sottoinsieme A si dice aperto se:

Voo € A Ir >0: By(z9) C A.

Un qualsiasi sottoinsieme U di X & un intorno di zy se contiene un aperto contenente
anche xg.
Il complementare di un insieme aperto si chiama insieme chiuso.

Osservazione 1.14.

Un insieme non & necessariamente solo aperto o solo chiuso, ad esempio 'intero spazio
metrico X ¢ aperto (poiché ogni € X puo essere considerato il centro di una palla
aperta), ma & anche chiuso (poiché il suo complementare ) & aperto).

Proposizione 1.15 (Proprieta degli aperti).
Sia § una famiglia di insiemi aperti. Allora valgono le sequenti proprieta:

° U A ¢ un insieme aperto;
Aeg

e Se il numero di insiemi intersecati é finito allora ﬂ A ¢ un insieme aperto.
Ac§

Dimostrazione.

%) Per ogni A € § ed un ¢ € A si avra un r > 0 tale che la palla centrata in x di
raggio r € interamente contenuta in A; allora a maggior ragione la palla sara interamente
contenuta nell’unione di tutti gli altri insiemi della famiglia, qualunque cardinalita abbia
quest’ultima.

%) Cominciamo con due insiemi della famiglia: A e Bj; consideriamo un x appartenente
ad AN B: A e B sono aperti, per cui esisteranno due valori reali, r; ed ro, tali che la



palla centrata in x di raggio r; ¢ interamente contenuta in A, mentre la palla centrata
in z di raggio ro & interamente contenuta in B. Senza perdita di generalita supponiamo
r1 < rq. Si avra che

A2 B,,(x) C B,,(2) C B,

ovvero B, () € AN B. Essendo z un generico punto di A N B ricaviamo che AN B &
aperto. Procedendo per induzione ricaviamo che l'intersezione di un certo numero finito
di insiemi aperti € ancora aperta.

Viceversa, se consideriamo un’infinita di insiemi aperti non potremo piu essere certi che la
loro intersezione sia aperta: ad esempio la successione By 1 (z) tende alla palla unitaria
B (z), che & chiusa. Invece possiamo costruire intersezioni di un numero infinito di aperti
che sono ancora aperte. O

Per passaggio al complementare valgono le seguenti:

Proposizione 1.16 (Proprieta dei chiusi).
Sia A una famiglia di insiemi chiusi. Allora valgono le sequenti proprieta:

o se 2 ¢ finita allora U B ¢é un insieme chiuso;
Bed

e per ogni A, ﬂ B ¢ un insieme chiuso .
B4

In realta le proprieta dimostrate sopra ci permettono di astrarre il concetto di insiemi
aperti e chiusi oltre quello di spazi metrici.

Definizione 1.17 (Topologia).
Dato un insieme X, un insieme di suoi sottoinsiemi 7" ¢ detto topologia se

1. 0,X e T

2. Data§C T, | JAeT;
Aef

3. Data § C T tale che |§| € N\ {0}, m AeT.
Aeg

Gli elementi di T sono detti insiemi aperti e uno spazio dotato della sua topologia &
detto spazio topologico.

Osservazione 1.18.

Una palla aperta non ¢ nient’altro che un intorno sferico del suo centro, infatti ogni palla
aperta contiene se stessa, dunque ¢ un elemento della topologia dello spazio che contiene
il suo centro.

Dunque, finché faremo riferimento ad uno spazio metrico, potremo utilizzare indistinta-
mente la parola palla o la parola intorno.

Pilt in generale, se esiste una nozione di distanza su uno spazio si puo richiedere sempli-
cemente che un sottoinsieme dello spazio contenga una palla affinché questo sottoinsieme
sia un intorno del centro di quest’ultima.

Osservazione 1.19 (Forma delle sfere in norma p).

Con la nozione di palla e possibile giustificare perché una norma p richiede che p sia
maggiore o uguale ad 1.

Ad ogni norma si puo associare una sfera unitaria, cioe¢ una palla formata da tutti i
vettori dello spazio di norma 1. Chiaramente al variare della norma varia anche la forma
della palla, dunque dalla forma di quest’ultima si possono ricavare informazioni relative
alle proprieta dello spazio.

Ora, per la definizione data di norma, essa deve rispettare la disuguaglianza triangolare,
il che equivale a dire che la sfera unitaria associata deve essere convessa.

Considerando le norme || - ||, nello spazio R":



e Nel caso p = 1 la sfera unitaria si riduce al quadrato verticale formato dai segmenti
ottenuti ruotando la retta y = 1 — x nell’intervallo [—1, 1]™.

e Quando p = 2 la sfera diventa il cerchio dello spazio euclideo

e Per p > 2 la sfera avra spigoli sempre piu pronunciati, fino a degenerare in un
quadrato nel caso p = co.

e Quando p diventa minore di 1 la palla assume una forma come quella in (figura)
che non e convessa e quindi non rispetta la definizione di norma, in quanto non
vale la disuguaglianza triangolare.

1.3 Successioni convergenti e insiemi compatti

Definizione 1.20 (Successione convergente).
Una successione {z,, },y in uno spazio metrico (X, d) si dice convergente ad un valore
x (e scriviamo xz,, — x, lim,,_, o, =, = = 0 anche solo lim z,, = z) se:

e YU intorno di x Ing : x,, € U VYn > ny;
o Ve >03n.:xz, € Bo(x) Vn>n..

Osservazione 1.21.
Si ha che z,, — x se e solo se limd(z,,z) =0

Definizione 1.22 (Successione uniformemente convergente).
Dato uno spazio normato (X, || - [|), una successione di funzioni {f,},cy a valori in X
converge uniformemente a f se:

Ve > 0, 3N tale che, Yn > N Vz € X, || fu(z) — f(2)| <e.

Proposizione 1.23 (Chiuso equivale a chiuso per successioni).
C chiuso <= Vx,€C:z, > x,x€C

Dimostrazione.

=) Consideriamo una successione x,, in C, chiuso, convergente ad un certo = e suppo-
niamo, per assurdo, che x € A = C°:. A & aperto, in quanto complementare di C, allora,
per definizione, 3r > 0 : B,.(z) C A, ma allora, per definizione di successione convergente,
deve aversi anche che x,, € A e questo e assurdo perché supponevamo z,, € C. ¢

<) Supponiamo, per assurdo, che C' sia un insieme non chiuso e che ogni successione x,,
in esso contenuta converga ad un punto x anch’esso in C'; avremo che 'insieme A = X\ C,
dove X & l'insieme ambiente, non & aperto, quindi esiste un = in A tale che, comunque
scelto un r > 0, B,.(z) NC # (); a questo punto osserviamo che la successione definita dai
punti x,, € Bi(x) N C &, per quanto osservato, una successione in C' che converge ad x,
ma, per ipotegi, questo = deve stare anch’esso in C' e questo e assurdo, poiché avevamo
supposto z € A. ¢ O

1.3.1 Insiemi compatti

Teorema 1.24 (Teorema di Bolzano-Weierstrass).

Ogni sottoinsieme infinito e limitato di R™ contiene almeno un punto di accumulazione,
o0, equivalentemente, ogni successione reale limitata ammette almeno una sottosuccessione
convergente.

Definizione 1.25 (Spazio compatto).
Uno spazio topologico X & detto compatto se:

e Ogni ricoprimento aperto di X ammette un sottoricoprimento finito;

10



o Ogni successione z, in X ammette una sottosuccessione x,, convergente in X.

Osservazione 1.26.

Negli spazi metrici le due definizioni sono equivalenti per via del Teorema di Bolzano-
Weierstrass, tuttavia cio non vale in spazi topologici qualsiasi, dunque la prima proprieta
¢ detta compattezza per ricoprimenti (o solo compattezza), mentre la seconda compattezza
per successioni.

Teorema 1.27 (Teorema di Heine-Borel).
VE CR" E compatto <= FE chiuso e limitato.

Dimostrazione.

=) Consideriamo una successione z, € E convergente ad un z in X, (X,d) generico
spazio metrico: E € compatto dunque esiste una sottosuccessione x,, convergente ad un
y in E; tuttavia, poiché x,, € una sottosuccessione, essa deve convergere allo stesso limite
di x,, dunque, per unicita del limite, x = y, ovvero x € F, e quindi, per la proposizione
precedente, E & chiuso.

Se, per assurdo, E non fosse limitato esisterebbe una qualche successione z,, interamente
contenuta in E \ B, (z). Per compattezza di E, esiste una sottosuccessione x,, conver-
gente ad un y € E. A questo punto osserviamo che: per costruzione, d(x,,x) — 400,
e inoltre, per disuguaglianza triangolare, d(z,,,z) < d(x,,,y) + d(z,y), ma questo &
assurdo, perché, se d(z,,x) — +oo allora d(z,,,z) — +o0o, ma d(z,,,y) — 0 e dunque

lim (d(xn,,y) +d(z,y)) = d(z,y) € R, ovvero o0 < d(z,y) € R. ¢

k——+oo

<) Questa implicazione ¢ una diretta conseguenza del Teorema di Bolzano-Weierstrass,
infatti se £ C R™ & limitato esiste una successione x,, limitata che ammette quindi una
sottosuccessione z,, convergente in R”, in particolare se E & chiuso z, ¢ limitata in
un chiuso e dunque, per quanto detto nella proposizione precedente, z,, converge in E,
ovvero E ¢ compatto.

O

Osservazione 1.28.

In realta la dimostrazione fornita sopra mostra che in generale vale una versione piu
debole del Teorema di Heine-Borel: I'implicazione “compatto =—> chiuso e limitato”
vale in generale in uno spazio metrico qualunque, ed infatti nella dimostrazione
non si ¢ utilizzata la struttura di R™, mentre l'altra implicazione fa specifico uso del
Teorema di Bolzano-Weierstrass e dunque della struttura di R™. In spazi metrici diversi
il fatto che un insieme sia chiuso e limitato non garantisce nulla sulla sua compattezza.

Esempio 1.29 (Chiuso e limitato non compatto). o
Si prenda lo spazio (C([0,1]),]| - ||co). Affermiamo che la sfera unitaria associata B; =
{f :]0,1] = [-1, 1], continue} & chiusa e limitata ma non compatta.

Dimostrazione.

E chiaramente chiusa e limitata per definizione, mostriamo che non ¢ compatta per
successioni:

Consideriamo la seguente successione

nx O§x<%
0B1 3 fu(z) =< 2 —nx %§m<%.
0 1:2%

Se n — oo allora f,, — 0 Va € [0, 1], ma || f, — Of|c = 1, cioe nello spazio metrico f, non

tende a 0; quindi abbiamo che B; e 0B; sono chiusi e limitati, ma non compatti. O
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1.3.2 Completezza

Definizione 1.30 (Successione di Cauchy).
Dato uno spazio metrico (X, d), una successione {z,}, .y in X ¢ detta di Cauchy (o
fondamentale) se:

Ve >0 Ine:d(zn,zm) <e Vn,m>n..

Definizione 1.31 (Spazio completo).
Uno spazio metrico (X, d) ¢ detto completo se ogni successione di Cauchy converge in
X.

Definizione 1.32 (Spazio di Banach).
Uno spazio normato completo rispetto alla metrica indotta dalla norma e detto spazio
di Banach.

Definizione 1.33 (Spazio di Hausdorff).
Uno spazio topologico X & detto di Hausdorff se soddisfa la seguente proprieta (detta
assioma di separazione Ty)

Va,y € X,z # y,3U,V intorni apertidiz ed y : U NV = 0.

Osservazione 1.34.
Tutti gli spazi metrici sono spazi di Hausdorff: basta considerare palle aperte centrate
nei punti e di raggio pari alla meta della distanza tra i punti.

Lemma 1.35.
Sia (X,d) uno spazio metrico. {xn}, cy € una successione di Cauchy in X se si verifica
una delle sequenti proprieta:

o Esistono un ny arbitrariamente grande ed un T € X tali che, se lim z,, =T,
k—+oco

allora lim z, =T7.
n—-+o0o
o Esiste un €y, arbitrariamente piccolo tale che si puo scegliere un ny, arbitrariamente
grande tale che d(xy, ,%n, ) < €.

Dimostrazione.

*) Sappiamo che una successione x,, & di Cauchy se, da un certo indice in poi, due valori
qualsiasi di questa sono arbitrariamente vicini. Se chiamiamo questo “indice limite”
con N allora, per ogni n > N, d(z,, %) < d(xn, Tpn,) + d(Tn,,T) < €; questo pud essere
affermato poiché, per ipotesi, si puo scegliere ny > n > N arbitrariamente grande, quindi
porre d(zy, Ty, ) < § e, per definizione di limite, si puo porre d(z,,,T) < §.

A questo punto abbiamo che per ogni € > 0 esiste un N tale che d(z,,Z) < €, per ogni

n > N, che equivale a dire lim =z, =T.
n—-+oo

*) Poniamo Ny = min{N : d(z,,zm) < €x, V n,m > N}. Possiamo quindi scegliere
ng = Ny + k, cosl avremo ny41 > ng > Ny, da cui, per definizione, d(z,, , Tn,.,) < €k,
cioe la successione & di Cauchy. O

1.4 Funzioni continue

Definizione 1.36 (Funzione continua).
Dati (X, d) e (Y, d) spazi metrici, f : X — Y & una funzione continua in zg € X se vale
la seguente implicazione:

Ty =1 = f(zn) = f(z)

o0, equivalentemente, se vale la seguente proprieta:

VV intorno di f(xo) U intorno di z¢ tale che f(U) C V.
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Osservazione 1.37.
Per spazi topologici generali le due caratterizzazioni non sono equivalenti. La prima &
detta continuita per successioni e la seconda continuita.

Definizione 1.38 (Funzione uniformemente continua).
Dati (X, d) e (Y, d) spazi metrici, f : X — Y & una funzione uniformemente continua
se:

Ve>036>0:d(x,y) <d=d(f(x),f(y) <e Vr,ycX.

Teorema 1.39 (Teorema di Heine-Cantor).
Se (X,d) é uno spazio metrico compatto e [ una funzione continua su di esso allora f é
uniformemente continua.

Teorema 1.40 (Teorema di Weierstrass).
Data f : X = R, con (X,d) compatto, continua, Im, M € X tale che m & un punto di
minimo assoluto per f e M e un punto di massimo assoluto per f.

Osservazione 1.41.
Se (X,d) & uno spazio metrico allora d(z,y) € continua in x e y. Infatti se z, — =z
troviamo applicando due volte la disuguaglianza triangolare

0 ¢ —d(zn,2) < d(z,y) — d(zn,y) < d(@n, z) =0,

ovvero d(-,y) & continua. In modo analogo si trova il risultato per d(z, ).
In particolare notiamo che se (X, || - ||) € uno spazio normato allora || - || & continua.

1.4.1 Funzioni Lipschitziane

Definizione 1.42 (Funzione Lipschitziana).
Dati (X, d) e (Y, d) spazi metrici, f : X — Y ¢ una funzione L—Lipschitziana per L > 0
se:

d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) Vz,y € X.

Se X=Y,d=deL <1 allora f & detta contrazione.

Osservazione 1.43.
Ogni funzione lipschitziana e uniformemente continua e ogni funzione uniformemente
continua & continua.

Teorema 1.44 (Teorema delle contrazioni / Banach Caccioppoli).

Dati X spazio metrico completo e f : X — X contrazione allora esiste un unico punto
x € X tale che f(x) =x (v é un punto fisso della contrazione).

Inoltre per ogni xo € X la successione definita iterativamente da x,+1 = f(x,) converge
aczx.

Proposizione 1.45 (Formulazione equivalente di Lipschitzianita).
fé L-Lipschitz <— f(z) < f(y) + Ld(z,y) Vr,ye X

Dimostrazione.
=) & ovvia, basta svolgere il modulo nella definizione.
<) Se vale la disuguaglianza supposta allora vale anche f(y) < f(z) + Ld(z,y), cioe

vale d(f(x), f(y)) < Ld(x,y). O

Lemma 1.46 (Inf di Lipschitziane ¢ Lipschitziana).
Sia { fa}aca una famiglia di funzioni L— Lipschitziane da X a R con la stessa costante.

Definendo
f(z) = inf fo(z),

acA

se esiste xo in X tale che f(xg) > —oo, allora f é L-Lipschitziana.
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Dimostrazione.
Per definizione di estremo inferiore e di Lipschitzianita si ha che:

f(xo) < falzo) < faly) + Ld(xo,y).

Passando all’estremo inferiore ricaviamo che:

f(@o) < f(y) + Ld(zo,y),

da cui segue che f assume un valore reale per ogni y € X.
Siano ora x,y € X generici. Per quanto appena detto

f(z) < f(y) + Ld(x,y),

cioe f & L-Lipschitziana come voluto. O

1.4.2 Distanza punto-insieme e intorni tubolari

Definizione 1.47 (Distanza punto-insieme).
Sia (X, d) uno spazio metrico e sia A C X. Per ogni € X definiamo la distanza di x

da A come
d(z,A) = in];_1 d(z,a).

ac

Proposizione 1.48 (Distanza da un insieme & continua).
Dato A C X non vuoto si ha che la mappa

x> d(x, A)
e 1-Lipschitz, in particolare é continua.
Dimostrazione.
Poniamo: f,(z) = d(z,a) e f(x) = ;22 falz) =d(z, A).
Applichiamo la definizione di 1-Lipschitzianita alle componenti di f,:
d(z,a) < d(z,y) +d(y,a)
d(y,a) < d(z,y) + d(z,a).

Osserviamo che entrambe le disuguaglianze sono valide per ogni a, poiché la distanza &
subadditiva; questo ci consente di affermare che la funzione & 1-Lipschitz per ogni a, in
particolare, per il lemma precedente, anche f(x) & 1-Lipschitz. O

Osservazione 1.49 (I punti a distanza nulla sono i punti aderenti).
Se d@, A) = 0 allora per ogni palla centrata in x, questa contiene un punto di A, dunque
x € A; viceversa un punto nella chiusura di A € a distanza 0 dall’insieme; quindi:

d(z,A)=0 < z € A.

Definizione 1.50 (Intorno tubolare).
Dato A C X, con (X, d) metrico, si definisce intorno tubolare di A il sottoinsieme:
Ne(A) ={x e X :d(z,A) <e} = | ] B(a).
acA

L’idea di un intorno tubolare ¢ quella di ricoprire A con piccole palle centrate in ogni
punto del sottoinsieme.

Osservazione 1.51.
Applicando la definizione si ricavano le seguenti proprieta degli intorni tubolari:

e N.(A) ¢ aperto (poiché unione di palle aperte);
e N.(AUB) =N.(A) UN(B) (applica la definizione);

o N.(A) C{z e X :d(z,A) <e} (per passaggio alla chiusura dell’unione);
o N (N, (A)) TN, te,(A) (disuguaglianza triangolare).
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1.4.3 Compatti in spazio metrico

Definizione 1.52 (Insieme totalmente limitato).
Un insieme si dice X totalmente limitato se esiste una successione 1, o, ..., T, di
elementi di X che lo ricopre, cioe:

X C 6 Be($i>-

i=1
La successione prende il nome di e-net (o e-rete).

Teorema 1.53 (Caratterizzazione dei compatti in spazi metrici).
I sequenti fatti sono equivalenti:

1. Uno spazio metrico (X,d) & compatto per successioni;

2. Uno spazio metrico (X,d) é completo e totalmente limitato;

3. Se X C U Ay, con A, aperti, allora Jaq, ..., cy, tali che X C U Aa; -
acdl j=1

Dimostrazione.

Prima di cominciare la dimostrazione delle implicazioni alcune osservazioni preliminari:
dire che X ¢ totalmente limitato ¢ equivalente a dire che si puo scrivere come unione di
insiemi Cj il cui diametro sia minore di €: questo poiché con tale imposizione gli insiemi
costituiscono una e-rete per il nostro insieme; inoltre se un insieme X ¢ totalmente limi-
tato allora esiste una e-rete che lo ricopre interamente, ma allora anche i sottoinsiemi Y
di X sono ricoperti, cioe i sottoinsiemi di un insieme totalmente limitato sono totalmente
limitati.

Dimostriamo ora le frecce in catena:

e 1= 2: Consideriamo una successione di Cauchy di X {z,},cy: per compat-
tezza, da questa possiamo estrarre una sottosuccessione convergente, cio¢ Iny :

lim z,, =7 € X, ma la successione ¢ di Cauchy, quindi lim z, ==, quindi lo
k—4o00 n—+400

spazio & completo.

Supponiamo, per assurdo, che lo spazio non sia totalmente limitato, allora c¢’e¢ un
€o > 0 tale per cui non esiste una e-rete; quindi possiamo scegliere un xy € X,
un z1 € X \ Bey(%0), un 22 € X \ (Bg,(z0) U Bey(21)) = N, (20, 21) € cosi via.
Abbiamo quindi una successione {zg,..,zr}, per cui possiamo scegliere xpi1 €
X \ N, (o, ..., k), per cui, in questa successione, Vn # m, d(z,,Tn) > €9, quindi
, non ha sottosuccessioni convergenti, e questo € impossibile per compattezza di
X. 7

e 2 = 3: Proveremo ora che uno spazio metrico (X, d) completo e totalmente limitato
allora ¢ compatto per ricoprimenti, cioe¢ che dato un ricoprimento aperto di X se
ne puo estrarre un sottoricoprimento finito.

Supponiamo, per assurdo, che questa affermazione sia falsa, cioeé che data una fa-

miglia di aperti {Aa}aeﬂl tale che X C U A, da questa non si puo estrarre un
aea[

sottoricoprimento finito.

Consideriamo le successioni ¢ = {%} keN © {Fr}ren, dove gli F sono famiglie

finite di insiemi, tali che VC € F, diam(C) < e.

Costruiamo la successione { Xy}, oy = U C': questi insiemi non sono finitamente

CeFy,
keN
ricopribili con gli A, inoltre le unioni sono in catena: Xy D X1 D ... D X D ...

Consideriamo uno &, € Xi: se k > N & € Xy Vk > N, cioe d(&ky, &k, <

diam(Xy) = %,ijl,k‘g > N,ovvero la successione {{}, oy ¢ di Cauchy, quindi
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“+o0
& —E&c ﬂ Xj. Questo implica che 3@ : € € Ag, che & aperto, dunque contiene
k=1
una palla B;s(€); a questo punto, scegliendo N > %, Xy C Bs(€) C Ag, e que-
sto e assurdo, poiché implica che Xy sia finitamente ricopribile, mentre avevamo
supposto il contrario. .

e 3 = 1: Supponiamo, per assurdo, che uno spazio (X, d) sia compatto per ricopri-
menti ma non per successioni; allora esiste in X una successione {z,},.y che non
ammette sottosuccessioni convergenti.

Consideriamo y € X: esistera un intorno aperto A, diy tale che I'insieme {k : x;, € A, }
sia finito; facendo variare y trovero un sistema di insiemi aperti che ricopre X, ossia
U A, € un ricoprimento aperto di X, da cui quindi posso estrarre un sottorico-

yeX
m

primento finito che sara un U Ay, = X, ma questo ¢ assurdo, poiché per ipote-

j=1
m
si U Ay, € un’unione finita di insiemi finiti, mentre X ¢ costituito dagli infiniti
j=1
elementi U Ay £

yeX

Proposizione 1.54 (Compatti in metrico ammettono denso numerabile).
Se (X, d) ¢ uno spazio metrico compatto allora esiste E C X denso e numerabile.

Dimostrazione.
Dato che X & compatto e totalmente limitato per la Caratterizzazione dei compatti in

spazi metrici, per ogni n € N\ {0} consideriamo una 1 —rete data da {x,g")} Osserviamo
che D =, cn

m € N tale che B1 (z) C B.(x), da cui per qualche k¥ € N si ha che x,(Cm) € B.(x), cioe
D & densoin X. O

{x,(cn)}keN & numerabile e che per ogni punto z € X e per ogni € > 0 esiste

Proposizione 1.55 (In totalmente limitato successioni hanno sottosuccessione di Cau-
chy).

Sia (X,d) uno spazio metrico totalmente limitato, allora ogni successione x,, € X am-
mette una sottosuccessione di Cauchy.

Dimostrazione.

Se x,, assume frequentemente un certo valore allora la successione costante a quel valore
¢ della forma cercata.

Supponiamo dunque che {z,} si un insieme infinito. Sia {Bj} una 1—rete di X. Per
il principio dei cassetti deve esistere By, contenente infiniti termini della successione.
Consideriamo allora la sottosuccessione zg) data dai termini di x,, contenuti in By. Con-

sideriamo ora una %frete e con un ragionamento analogo troviamo una sottosuccessione

di acsll) contenuta interamente in una palla di raggio % Ripetiamo questo procedimento
costruendo xSf) tali che d(x(-k) m&k)) < % per ogni 7, j, k € N. La successione ¥,, = m%") ¢

i
una sottosuccessione di x,, di Cauchy. O
1.4.4 Equivalenza delle norme su spazi reali a dimensione finita

Fatto 1.56.
Ogni norma su R™ ¢ continua come mappa da (R™,|-1]) a R, dove |-| =1 - ||2 ¢ la solita
norma euclidea.
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Dimostrazione.
Scriviamo x € R™ come x = Y x;¢;. Se L = max ||e;|| allora

n
E Li€i
i=1

questo mostra che || - || & Ly/n—lipschitziana su (R™, |- |). O

el =

n
< lzillleill < Llell, < Lv/nla,
i=1

Proposizione 1.57 (Equivalenza delle norme su R™).
Tutte le norme su R™ sono equivalenti alla norma euclidea || -||2 := ||, cioé¢ IM,m >
0:mlx < ||z| < M|x|, VzeR".

Dimostrazione.

Consideriamo 'insieme: S"~1 = {x € R" : x| = 1}':

questo insieme ¢ chiuso e limitato, per cui, essendo un sottoinsieme di R™ ¢ compatto
(per la norma euclidea), per cui possiamo considerare m = xé%if_l x| e M = Dax, |||

garantiti dal Teorema di Weierstrass (perché le norme sono continue su R™ euclideo).
Ora, poiché [x| =1, ¥x € R, o € S"~1 dunque m < ||";—||| < M; dunque

mx| < |[x|| < M]x]. 0

Osservazione 1.58.
Con I’equivalenza tra norme si ha che tutti gli spazi (R", || -||,) hanno la stessa topologia
e sono spazi di Banach.

Proposizione 1.59.
(C([a,b]), || - lloo) € uno spazio di Banach.

Dimostrazione.

Per provare che C([a,b]) ¢ di Banach dobbiamo far vedere che & completo, cio¢ ogni
successione di Cauchy deve convergere uniformemente nello spazio.

Consideriamo quindi una successione di Cauchy {fn},cy € C([a,b]): per definizione,
sappiamo che esiste un indice n. tale che, comunque scelti un ¢ positivo e due indici n ed
m maggiori di n., vale |f,, — fim| < €. La successione f,, & di Cauchy su tutto l'intervallo
[a,b], dunque & limitata, cioé esiste una f(z) continua tale che ngrfoo fn(x) = f(x) per
ogni z in [a, b]; possiamo quindi affermare che ¢ valida 1'uguaglianza: mliquoo fm(x) = f(2)
e dunque |f,, — fm| — |fn — fl, quindi | f,, — f| < &, ovvero, per equivalenza tra le
norme, ||fn — fllooc — 0.

Abbiamo provato che ogni successione di Cauchy nello spazio converge ad un f: per con-
cludere la dimostrazione dobbiamo provare che f € C([a,b]). Le f,, sono uniformemente
continue (per il Teorema di Heine-Cantor), allora, fissato € > 0, esiste 4 > 0 tale che per
[ =yl <0 siha[fu(@) = faly)l </3. Posti lim f,(z) = f(z) e lim fn(y) = f(y),

abbiamo, per disuguaglianza triangolare, | f(z)— f(y)| < |fa(z) = f(@)|+|fu(z) = fuly)|+
|fn(y) — f(y)| < 3e/3 =€, ovvero f & uniformemente continua, cio¢ f € C([a,b]). O

Osservazione 1.60.
La convergenza per la norma || - || € la convergenza uniforme.

1.4.5 Compatti nello spazio delle funzioni continue su compatto

Vista l'utilita degli spazi compatti proviamo a caratterizzarli per lo spazio delle funzioni
continue. Il seguente teorema ci permette di capire quando da una successione di funzioni
possiamo estrarre una sottosuccessione convergente uniformemente.

Dapprima diamo le seguenti:

Ldetto ipersfera di dimensione n — 1 in R™
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Definizione 1.61 (Equilinearita).
Una successione di funzioni continue {f,},,cy nello spazio (C(K),|| - |ls), dove K ¢ un
generico compatto in R™, & detta equilineare o equilimitata se:

[[falle < C VneN,

dove C' & un generico numero reale.

Definizione 1.62 (Equicontinuita).
Una successione di funzioni continue {f,}, .y nello spazio (C(K), || - |lc), dove K & un
generico compatto in R™, & detta equicontinua se:

Ve>0 36>0:|fu(z)— fuly) <e V|jz—y|<dVnelN.

Definizione 1.63 (Successione densa).
Una successione {x,}, .y ¢ densa in un compatto K se:

Ve >0, Vo € K, Jz,€ B.(z) N K.

Teorema 1.64 (Teorema di Ascoli-Arzela).

Se {fn}nen € una successione di funzioni in C(K), con K compatto in R", equilinea-
re ed equicontinua allora si puo estrarre da f, una sottosuccessione f,, convergente
uniformemente in C(K).

Dimostrazione.
Consideriamo una successione z; € K densa in K (per esempio K N Q™). Essendo
ogni termine di (f,) equilimitato sappiamo che {f,(z;) | n € N} & limitato. Leggendo
questo insieme come una successione in n possiamo estrarre per il Teorema di Bolzano-
Weierstrass una sottosuccessione{ fn](:)} di {f.} tale che fn;,”(xl) — y1 per qualche
y1 € R. Dato 'ovvio contenimento { fn;”} C {f.} abbiamo che questa successione con-
tinua ad essere limitata, e applicando nuovamente il Teorema di Bolzano-Weierstrass
troviamo (fnff)) tale che fn,(f) (z2) — y2 € R. Osserviamo che (f’ﬂ;f) (z1)) una sottosuc-
cessione di ( f";(cl) (1)) e quindi anche essa converge a y;. Ripetendo questo procedimento
possiamo costruire una sottosuccessione (fnfj’) tale che Vj < i abbiamo fnsj) (z;) = y;.
Consideriamo la successione ( fn;k)), che chiameremo (fy) per alleggerire la notazione.
Essa & definitivamente una sottosuccessione di ( fngj)) per ogni i, quindi fy(x;) — y; per
ogni 7.

Mostriamo ora che fi ¢ di Cauchy. Fissiamo € > 0 e sia § > 0 il valore garantito
dall’equicontinuita. Avendo scelto x; densa in K abbiamo

K C B5(‘ri)a

fa

Il
—

K3

infatti se esistesse T € K \ J;~; Bs(w;) allora per ogni z; avremmo [T — z;| > 6 ovvero
Bs@)NKN{x;} =0. ¢
Essendo K compatto ricaviamo che esistono x1,--- ,zy tali che

N
K C | Bs(:).

i=1
Per mostrare che fj & di Cauchy dobbiamo mostrare che esiste un intero k. tale che
Whl > ke, [ — folloo < € = Yz € K,Yh,£ > ke, | fulz) — fo(@)] <e.
Dato che fx(x;) — y; in particolare fi(x;) & di Cauchy per ogni i, ovvero I tale che
vn,m > n vale |[fr(zi) — fin(zi)] < e. Sia ke = {maXN}{ngi)} in modo tale che per
1€

R
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ogni ¢ € {1,---,N}, Vh,¢ > k. abbiamo |fy(z;) — fe(x;)| < €. Per la densita di {z;}
in K abbiamo che Vz € K, Jx; € {z1, -+ ,zn} tale che |z — x;] < §. Applicando la
disuguaglianza triangolare troviamo che Vh, ¢ > k.

[fn(x) = fe(@)] < [fn(@) = fulz)| + [fu(@e) = fe(@o)| + [fe(zi) — fe(z)] < 3e

ovvero || frn — fe|| < 3e e quindi (fx) ¢ di Cauchy.

Sia f il limite di (fx). Mostriamo che f € C(K). Fissiamo ¢ > 0 e sia ¢ il valore
garantito dall’equicontinuita. Ponendoci nell’ipotesi in cui | — y| < ¢ e ricordando che
fr — f abbiamo definitivamente

[f(@) = f)I < [f(@) = fe(@)] + [ fr(y) = F@)] + [ fe(@) — fe(y)] < 3¢,
ovvero f € C(K). O

Osservazione 1.65.

Osserviamo che richiedere solo ’equilimitatezza non ¢ sufficiente per estrarre una sot-
tosuccessione convergente nelle funzioni continue. Ancora un esempio di questo fatto
e

nx 0§x<%
_ 1 2
fal@)=q2-nz z<z<2
0 x> 2
— n

E possibile mostrare la veridicita della seguente caratterizzazione dei compatti su C'(K):

Teorema 1.66 (Caratterizzazione dei compatti su C(K)).
Un insieme chiuso E C C(K) é compatto in (C(K),| - |le) se € solo se tutte le funzioni
f € E sono equilimitate ed equicontinue.

Dimostrazione.
NON DATA DURANTE IL CORSO. O

1.5 Spazi di successioni con norma p
Se immaginiamo di considerare il limite di R™ per n — oo troviamo in un certo senso RY,

cioe le successioni a valori in R. Cerchiamo allora di dotare anche queste della struttura
di spazi di Banach.

Definizione 1.67 (Spazi 7).
Uno spazio #P ¢ un insieme cosi definito:

“+o0
= {X = {zi}ien: Z |2i? < +00} )

=0

dotato della seguente norma:

+00 1/p
Il = (Z |$i|p> :
i=0

Come per gli altri contesti dove definiamo norme p, definiamo £*° come
£ = {x = {z; }ien 1 sup |z < —l—oo}
ieN
dotato della norma

[1X[|oo = sup |z;].
ieN
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Osservazione 1.68.

La scelta del valore p & fondamentale: cambiando questo numero, cambia completamente
lo spazio; ad esempio la successione % appartiene ad ¢ (ed in generale a tutti gli 7 con
p > 2), ma non ad ¢*.

Proposizione 1.69 (Gli spazi ¢ sono Banach).

Lo spazio (€7, - ||p) € uno spazio normato e di Banach.

Dimostrazione.

p > 1) Dalla definizione della funzione || - ||, sono evidenti le prime due proprieta di
norma.

Bisogna dimostrare la subadditivita.
Consideriamo la proiezione:

P — R™, {z; :;of = (T, ey Tn).

Presi due generici x = (21,22,...), ¥ = (y1,¥2,...) in ¢#, abbiamo |m,(x +y)[l, <
[0 G, + T (W), < lIxI[,+[[¥]l,- Queste disuguaglianze derivano subito dalla differen-
za di lunghezza delle stringhe dei primi n termini delle componenti dei vettori, dunque,
passando all’estremo superiore sul valore di 7, applicata ai due vettori ricaviamo la
disuguaglianza triangolare:

sup [T (x + ¥)llp = [Ix + yllp < lIxllp + [yl
neN

Questo dimostra che lo spazio € normato; dimostriamo ora che & completo.

Una successione {x(™}, ¢y in P & una stringa del tipo (xE"));;Of Se questa successione

e di Cauchy allora, per come abbiamo definito la norma dello spazio:

Ve >0, 3IN>0:|x™ —xM|, <e Yn,m> N.
Dunque la successione & di Cauchy su ogni componente di x, dunque ogni componente
convergera ad un certo T;.

A questo punto, siccome la serie che definisce la norma ¢ limitata, lo sara anche una certa
somma parziale, cio¢ possiamo scrivere:

K 1/p
(Z |x£n) — xgm)|p> <e, VYn,m>N >0,
i=1

cioe, passando al limite sulla seconda successione:

K 1/p
(Z o™ — inT’) <e,
i=1

cioe, considerando I’estremo superiore di K:

+00 1/p
(Z ™ - xm’) <e.
i=1

Ovvero ogni successione di Cauchy in P converge secondo la norma definita.

p = 00) 1l fatto che || - || sia una norma & chiaro, dato che sup f +supg > sup f + g.
Mostriamo allora la completezza.
Sia f(™ una successione di Cauchy in ¢>°, ovvero per ogni ¢ > 0 esiste N € N tale che
Vn,m > N si ha

Hf(n) — f(m)Hoo < e
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Osserviamo che se (z;) € ¢*° abbiamo che |z;| < ||(%i)]lcc = sup|zi|, quindi abbiamo
|fi(n) — fi(m)| < & per ogni i e per ogni n,m > N, ovvero ogni successione (fz-("))n ¢ di
Cauchy in R. Essendo R completo, queste ammettono un limite in n che denotiamo f;.
Consideriamo allora la successione f = (f;);. Se la successione di partenza converge, per
costruzione questo e il limite, quindi basta verificare che f e effettivamente un elemento
di £°°.

Fissiamo ¢ > 0, allora esiste N € N tale che \fi(") — fi(m)| < /2 per ogni ¢ € N e per
ogni n,m > N. Passando al limite in m abbiamo che |fi(”) — fil < €/2 per ogni i e per
ogni n > N, allora sup; |fi(") — fil <€/2, ovvero || f™ — f|loe < £/2 < € definitivamente.
Sapendo questo scegliamo per esempio € = 1, da cui

Ll < 1EN = fl+ 1P <14 1M VieN

quindi 0 < || f]loe < 14[|f™) || e dato che f(V) € > abbiamo che f ha norma limitata,
cioe f € (. O

Osservazione 1.70.
Anche in questo caso, preso p < p/, si ha che la mappa:

pA-lp
& debolmente decrescente. Inoltre la mappa:

R
e continua.

Esempio 1.71.
Una funzione lineare non ¢ necessariamente continua.

Dimostrazione. (NON DATA DURANTE IL CORSO).
Si consideri la mappa
>=([0,1]) — R
f — f(0)

Verifichiamo che T non € continua per successioni, e quindi non & continua. Consideriamo

T:

, che converge alla mappa nulla rispetto a || - ||. Eppure

in(n?
la successione f,(z) = W

T(f,) = Teosn”0) COS£"2 0 o2 0=T(0).
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Capitolo 2

Calcolo Differenziale

2.1 Continuita su spazi a piu dimensioni

Proposizione 2.1 (Criterio per la continuita in R™).
Siano A C R™ aperto e f: A — R. Si ha che f ¢é continua in xg € A se e solo se per
ogni curva continua vy : [0,1] = R™ con v(0) = z¢ st ha fo~:[0,1] = R continua in 0.

Dimostrazione.
=) Se f ¢ continua in xg e 7 € continua in 0 con v(0) = zg allora f o~ & continua in 0.
<= ) Supponiamo per assurdo che f non sia continua e consideriamo una successione

{z,} tale che z, — xo ma f(x,) A f(zo)-
Consideriamo una curva v tale che per una successione ¢,, decrescente in [0, 1] tendente
a 0 si ha v(t,) = x,. Osserviamo allora che

f OV(tn) = f(xn) # f(on) =f 07(0)7
cioé f o non & continua in 0. ¢ O

Osservazione 2.2.
Per verificare che una funzione NON ¢ continua ¢ sufficiente ma NON necessario che per
qualche vettore v, f(tv) : [0,1] — R non & continua.

Esempio 2.3 (Funzione con lo stesso limite per le rette ma non continua).
La funzione
1 sey=a2#0
fla,y) = L
0 altrimenti
¢ chiaramente non continua ma per ogni v € R™ si ha che lim;_¢ f(tv1,tv2) = 0.

Proposizione 2.4 (Criterio per continuita con maggiorazione).
Data f:R™ — R, se esiste g : [0,1] — R continua con g(0) =0 e g > 0 tale che

|f(2) = f(zo)] < g(|lz — 20
allora f e continua in xg.

Dimostrazione.

0.< lim () — f(wo)| < Jim (o —20) =0 = lim f(z) = f(xo),

T—To rT—rT0o

O

Osservazione 2.5.
Concretamente la condizione descritta sopra richiede verificare che |f(x) — f(zo)| = o(1)
per © — xo.
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2.2 Differenziabilita

La generalizzazione pit immediata della derivata per funzioni a singola variabile & fissare
n — 1 variabili in modo da ottenere una funzione ad una variabile e derivare questa.

Definizione 2.6 (Derivata parziale).
Data f: A — R con A C R™ aperto e zyp € A la derivata parziale i—esima ¢ la
derivata di f nella variabile z;, cioe il seguente limite

lim flzo +te;) — f(xo).
t—0 t

Indichiamo la derivata parziale i—esima con una qualsiasi delle seguenti notazioni:

0
forlao) = 57

Possiamo assimilare le derivate parziali con il seguente operatore:

(z0) = Dz, f(20)

Definizione 2.7 (Gradiente).
Data f:R™ — R, se per ogni i € {1,--- ,n} 'i—esima derivata parziale di f in xq esiste
allora il vettore

3‘% €] 8%1
V f(zo) = : = : | f(=o)
aagc{L (20) 0%

si dice gradiente di f in xzg.
Possiamo generalizzare la derivata parziale anche cambiando la direzione.

Definizione 2.8 (Derivata direzionale).
Dato v € R™ \ {0}, il limite

- B
}LH(I) J(@o £ tvt) J(@o) = D, f(wo) = a%j(xo)

si dice derivata direzionale di f lungo v.

Ricordiamo pero che i limiti in R™ non sono riconducibili solo a limiti lungo rette, diamo
quindi una vera generalizzazione della derivabilita.

Definizione 2.9 (Differenziabilita).
Una funzione f & differenziabile in xg se Jv € R” tale che

f(@) = f(zo) +v- (x = x0) + of|x — o).
In tal caso v si indica con D f(x).

Osservazione 2.10.
La definizione afferma che una funzione differenziabile & approssimabile a meno di piccolo
errore da una applicazione affine, in particolare con la notazione sopra da

x> f(zg) +v- (x—xp).

Proposizione 2.11.
Se [ e differenziabile in xy allora il gradiente ¢ ben definito e si ha

f(@) = f(xo) + V(o) - (x = w0) + o[z — zo])

Dimostrazione.
Sappiamo che f(z) = f(xo) + v - (x — zo) + o(]z — xo|). Calcoliamo le derivate parziali
1—esime:
flou +te) = flao) _ vtted +ollted) _ i, o 1y o,
quindi le entrate del gradiente in xy coincidono con le entrate di v come voluto. O
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Osservazione 2.12.
Con lo stesso conto vediamo che Va € R™ la derivata direzionale lungo w esiste e vale

af

B (z0) = Vf(z0) - w.

Osservazione 2.13.
Queste coincidenze valgono solo se f e differenziabile, altrimenti e possibile, per esempio,

che
of

%(330) # Vf(zo) w

anche se entrambe le quantita sono ben definite.

Osservazione 2.14 (Gradiente individua la direzione di massima pendenza).
Se f e differenziabile la direzione di massima pendenza ¢ data da

d
nax 37{)(960) = |V f(zo)l.

Piu precisamente il versore &

Vf(zo)

IV £ (o)l

Cerchiamo ora di trovare un criterio per capire se una funzione e differenziabile.

Teorema 2.15 (Differenziabilita totale).

Sia f: A — R con A CR" aperto e zo = (zo,y0) € A tale che Vi, Yz = (z,y) €
B, (z9) esiste la derivata parziale i—esima in z e questa é continua in zo. Allora f ¢é
differenziabile in z.

Dimostrazione.
L’idea & usare il teorema di Lagrange in ogni direzione. Mostriamo per semplicita
notazionale solo il caso n = 2 ma il procedimento ¢ analogo per ogni n.

Lagrange

f(z,y) = f(@o,y0) =f(z,y) — f(x0,y) + f(w0,y) — f(z0,%0)

3L (€w)le = ) + G (o, o) =

- (gi(xo, y) + 0(1)) (z — x0) + (g‘;(xo, Yo) + 0(1)) (y — o) =

=V f(zo, o) - <x : x§> +o(V/(z —20)% + (y — w0)?) =
=V f(20) - (z — 20) + 0(]z — 20])-

Quindi f & differenziabile in (zq, yo)- O

2.2.1 Funzioni da spazi reali a spazi reali in pitt dimensioni
Quanto detto si applica anche per funzioni a valori in R™.

Notazione 2.16 (Componenti).
Sia ACR"e f: A— R™. Scriviamo che

f:(fla"' 7fm)7

dove le f; : A — R sono le proiezioni o componenti di f sui singoli fattori.

Osservazione 2.17.
Con la notazione sopra, f continua in x( se e solo se f; continua in zy per ogni i.
Similmente f & differenziabile in xg se e solo se f; differenziabile in zy per ogni i.
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Definizione 2.18 (Matrice Jacobiana).
Osserviamo che presa una f come sopra

f(@) = f(wo) + Df(wo)(z — 20) + ol — o)

of:
dove l'entrata ¢, j nella matrice D f(zg) ¢ data da a—ﬁ(xo). La matrice ¢ detta matrice
T

Jacobiana di f in zg.

of of

oei T Oun VI

Df=| i . i |=]|
af’fn, 8f7n T

Notazione 2.19.

Spesso scriveremo V f al posto di Df dato che le entrate si calcolano in modo molto
simile. Per mantenere la notazione costante potremmo dunque identificare V f(z() come
vettore riga e V f(xo) come vettore colonna. Questo si manifestera principalmente nello
scrivere

V f(zo)(z — o)
al posto di
Vf(zo) - (x — xp).

Osservazione 2.20.
Una definizione del tutto analoga funziona per funzioni tra spazi di Banach, ovvero
f: By — By con By, By spazi di Banach e differenziabile in xg se 3L : By — By lineare
continua tale che

f(z) = f(zo) + L(z — o) + o(|lz — o))

Diamo alcune immediate generalizzazioni delle proprieta della derivata che gia conosce-
vamo:

Proposizione 2.21 (Regola della catena in pitt dimensioni).
Data f:U =V conU CR™ e V CR™ aperti, g: V — RE. Se f ¢ differenziabile in x
e g ¢ differenziabile in f(xo) allora la composizione g o f ¢ differenziabile in xq e

D(g o f)(xo) = D(g(f(0)))Df (xo)-

Dimostrazione.
Calcoliamo

go f(z) =g(f(x)) = g(f(z0) + Df (x0)(z — o) + o(|z — x0])) =
=9(f(z0)) + Dg(f (20))(Df (x0)(x — z0) + o[z — z0l)) + of|f(z) — f(z0)]) =
=9(f(0)) + Dg(f (x0))(Df (x0))(z — o) + 0|z — wol)-

O

Teorema 2.22 (Teorema di Lagrange).
Sia f : U — R differenziabile e sia [z,y] = {z+ Ay —z) | A € [0,1]} C U il segmento tra
z ey. Allora esiste z € [z,y] \ {z,y} tale che

fy) = f(x) = VI(2)(y — ).

Dimostrazione.
Consideriamo g(t) = f(z + t(y — z)) per ¢ € [0,1]. Applicando Lagrange a g(t) troviamo

fly) = f(z) =g(1) —g(0) =1-¢g'(t) = Vf(z +t(y —z)) - (y — z).

Chiaramente ponendo z = z + t(y — ) abbiamo la tesi. O
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Corollario 2.23.
Data f : U — R differenziabile con U aperto connesso (e quindi connesso per archi').
SeVx € U, Vf(x)=0 abbiamo che f & costante.

Dimostrazione.

Siano z,y € U con & # y. Allora 3y : [0,1] — U differenziabile tale che v(0) =
x, v(1) = y (possiamo sceglierla differenziabile perché la connessione garantisce un per-
corso continuo ed essendo U aperto possiamo smussare tutti gli angoli). Calcolando
allora

(foy)(t)=Vf(v() -+ (t) =0 = f o~ costante,

dunque f(z) = f(v(0)) = f(v(1)) = f(y) e data 'arbitrarieta di z e y vediamo che f &
costante su U. O

Osservazione 2.24.
Il teorema non vale per f : R™ — R™, cio che abbiamo ¢ (ponendo f = (f1,---, fm)) che
per ogni i esiste un certo z; tali che

Vfi(z) - (y— =)
fly) = f(2) = :

Vfm(zm) - (y — )

Osservazione 2.25.
Se [z,y] appartiene al dominio possiamo dare una stima

£0) = F@)| < masx [DFC)ly—al.

Notazione 2.26 (Norme di matrici indotte).
Quando consideriamo una matrice M e scriviamo ||[M||, se non altrimenti specificato,
intendiamo la norma indotta da quella euclidea, cioe

IM]| = max e <[> i
2y

Norma di Frobenius

Proposizione 2.27 (Gradiente limitato implica lipschitziana).
Se f: U — R" differenziabile con U aperto convesso ¢é tale che ||Df(xo)|| < L allora f &
L— Lipschitziana in xg.

Dimostrazione.
Vale la scrittura

f(@) = f(wo) + Df(xo)(x — xo) + of|z — o)),

da cui sottraendo f(zo) e passando alla norma

[f(x) = f(xo)| =D f(wo) (2 — o) + ol — xo|)| <
dis. stretta ||Df(zo)|| < L
<[Df(xo)ll |z — 2ol + ol — xol) <

<L|z — x|

e quindi f & localmente L-lipschitziana in z¢2. Per concludere basta osservare che una
funzione localmente L-lipschitziana definita su un aperto connesso ¢ L-lipschitziana (gli
aperti convessi sono sempre connessi perché connessi per archi)?. O

Laperto connesso in localmente connesso per archi & connesso per archi.

2localmente perché 1'ultima disuguaglianza vale se il termine o(|z — zo|) & abbastanza piccolo, in
particolare se xg ¢ abbastanza vicino a x.

31implicazione localmente L-lip.4-connesso = L-lip. & una aggiunta non trattata in classe.
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Per concludere la sezione proponiamo un interessante esercizio:

Esempio 2.28 (Derivata del determinante).
Consideriamo la mappa
R — R
PUop(A) s detA

dove ¥ : M(n,R) — R"* & Pisomorfismo dato le entrate di una matrice e considerarle
come entrate di un vettore.
Allora, identificando M con (M), H con (H) e det con ¢, abbiamo che

Vdet(M) - H = tr(Adj(M) - H).

Dimostrazione.

Calcoliamo come preliminare le derivate parziali rispetto ad ogni entrata. Indicando con
A;; Ventrata alla i—esima riga e j—esima colonna di A e con A% il minore di A dove
escludiamo la i—esima riga e la j—esima colonna abbiamo

0 _ - kti O : k) _
oM, detM—kE:l( 1) o (M, det M%) =
» 3 " , ) 0
=(=1)" det(MY) + ) (—1)’“+1MmM:
ij

k=1,k#j
=(—1)7* det(M") = Adj(M) ;.

Abbiamo quindi che Vdet(M) = Adj(M)" (stiamo ancora identificando M (n,R) con
R”Q). Segue dunque che

Vdet(M) - H =Adj(M)" - H =

=> > Adj(M);;Hyj =

i=1 j=1

= ZAdj(M)(,;,,) “Hi =
=1

- Z(Adj(M)H)ii = tr(Adj(M)H),

dove A(; .y ¢ Ii—esima riga di A e A ;) & l'i—esima colonna di A. O

Corollario 2.29.
Se M ¢ invertibile, dato che M~' = det M~ Adj(M), segue che

V det(M)H = det(M)tr(M~'H).

2.3 Derivate successive e Taylor

Definiamo per ricorsione successive derivate parziali:

oF 0 oF—1
f= f)-
8:6241 R 8251']6 8zi1 8562‘2 e 813@9

Definizione 2.30 (Matrice Hessiana).
Definiamo la matrice Hessiana

@2p), = -2

* &nlé)xj

f.

Indicheremo la matrice Hessiana anche con V2f.
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Osservazione 2.31.

Nonostante in alcuni testi sia standard la notazione V? per indicare il Laplaciano, noi
assegneremo un simbolo diverso a questo. Per noi V? indica il quadrato dell’operatore
gradiente, cioe V2f = V(Vf).

Osservazione 2.32.
ak
- Ox;, -+ 0x;,

ovvero DFf(zg) : (R")¥ — R & una mappa multilineare con k entrate. Esplicitamente
I’applicazione a k vettori vy, --- , v ha la seguente forma

oF b i;
D" f(wo)lvr, - sokl = Y m——a—f(wo) [] v
iy 0 ik j

Jj=1

(Dkf)il,"',ik f7

dove v;’ indica la i;—esima componente di v;.

Notazione 2.33.
Per semplificare le scritture successive poniamo

Dkf(mo)[v]k = ,Dkf(xO)[U’U’ T 7’0].

Osservazione 2.34.
In generale 'ordine delle derivate parziali cambia il risultato. Questo inconveniente &
mitigato dal seguente teorema.
Teorema 2.35 (Teorema di Schwarz).
2 2

Data f: U — R differenziabile (U aperto) e xg € U tale che #axjf e ﬁf esistono
m un intorno di xg e sono continue in xo allora

0? 0?

78132»8% flzo) = 789@8:1:7; f (o)

Dimostrazione.
Fissiamo h, k € (—4,6) \ {0}. Poniamo ¢(t) = f(xo+the; + ke;) — f(xo +the;). Vediamo
allora che

f(xo + hei + kej) — f(xo + hei) — f(zo + kej) + f(zo) = g(1) — g(0)
che per Lagrange ¢ uguale a

g0 =nh (gf (xo + Ohe; + ke;) — g—i(xo + Ghei)>

7

per qualche 6 € (0,1). Sempre per Lagrange scomponiamo in
2

5‘@8391-

Scegliendo g(t) = f(zo + he; + tke;) — f(xo + tke;) troviamo un risultato analogo per
la stessa espressione, da cui eguagliando vediamo che esistono 6,0,1,1) € (0,1) garantiti
da Lagrange tali che

hk f(Io + Ohe; —|—9k‘ej).

2 - 52 B
91,01, fxo + Ohe; + Oke;) = Mﬂxo + phe; + Pke;).

Passando al limite per h, k — 0, dalla continuita delle derivate parziali seconde troviamo

la tesi. -

Osservazione 2.36.
Reiterando il teorema troviamo un risultato analogo per le derivate parziali di ordine k.

Osservazione 2.37.
Se f & differenziabile due volte in x¢ allora vale il Teorema di Schwarz e quindi D? f(z¢)
€ una matrice simmetrica.
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2.3.1 Formula di Taylor

Siamo pronti per generalizzare la formula di Taylor che conoscevamo nel caso di singola
variabile. Come sempre questa si rivelera essere uno strumento utile, specialmente lo
sviluppo fino al secondo ordine.

Definizione 2.38 (Classe C*).

Una funzione f : U — R™ ¢ di classe C* (f € C*(U)) se f ¢ differenziabile k volte e
D* f & continua su U, o equivalentemente se le derivate parziali di ordine k di f esistono
su U e sono continue su U.

Teorema 2.39 (Espansione di Taylor).
Data f: U — R con U C R"™ aperto e xg € U abbiamo

1. Se f € C¥(U) allora

f(@) = Te(f, z0)(x) + oz — xo|*)
———

Resto di Peano

dove
k

Te(f,w0) (@) = Y- 3 Do)l = '

=0
2. Se f € CF(U) ed ¢ differenziabile k + 1 volte in U allora

1
(k+1)!

Resto di Lagrange

Dk+1f(z)[:r o xo]kJrl

f(x) = Ti(f, o) () +

con z € (xg,x), cioé z & nell’interno del segmento che congiunge x e xg.

Dimostrazione.
Il punto 1 si ottiene dal 2 applicandolo con k al posto di k + 1, cioe se f & C* allora in
particolare & C*~1 e differenziabile k volte.

Dimostriamo il punto 2. Chiaramente la tesi vale per ¥ = 0 che coincide con la
definizione di derivata di f in . Fissiamo ora z € U e poniamo g(t) = f(xo +t(z —0¢))
per t € [0,1]. Per semplicita notazionale scriveremo x; al posto di zg+t(z —x0). Applico
il teorema di Taylor (in una variabile) a g(t) in ¢ = 0 osservando che

g (t) =D'(f(x1))) = D' H(Df (x0)[x — wo]) =

) "9
:D171 Z a{i(xt)(l‘ — xo)j =

J=0

=Dpi—2 Z > 87_10(3%)(93 = 20)j, (¥ — x0)j, | =

In particolare vediamo che Ty (f, zo)(x) = Tx(g,0)(1), da cui

(@) =9(1) = Telo,0)(1) + gy ) =
=Tifa0) (@) + gD ol —
Ponendo z = x7 abbiamo il punto 2. O
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2.4 Massimi e minimi locali

Generalizziamo leggermente la nozione che gia conosciamo di massimo/minimo locale.

Definizione 2.40 (Massimo e minimo locale).
Data f : U — R con U C R"™ aperto definiamo zy un massimo (rispettivamen-
te minimo) locale se Ir > 0 tale che f(xg) > f(B,(zo)) (rispettivamente f(zg) <

f(Br(20))).

Possiamo immediatamente generalizzare il criterio di Fermat al caso di funzioni a piu
variabili.

Proposizione 2.41 (Criterio di Fermat).
Se x¢ & un massimo/minimo locale per f allora Vv € R™\ {0} abbiamo che

0

87{)'(‘%0) = Oa
in particolare, se definito,

Vf((E(]) =0.

Dimostrazione.
Osserviamo che se & massimo/minimo locale allora ¢ = 0 restituisce il massimo/minimo
di f(xo + tv) localmente. Dal criterio di Fermat in una variabile vediamo che se esiste

O

Definizione 2.42 (Punto critico).
Un punto critico di una funzione differenziabile ¢ un punto in cui si annulla il gradiente.

Generalizziamo ora la condizione per massimi e minimi sulla derivata seconda:

Teorema 2.43 (Relazione tra Hessiana ed estremi).
Data f: U — R di classe C? in xq tale che V f(xo) = 0 abbiamo le sequenti implicazioni:

1. o massimo locale = V2f(xo) < 0 (la matrice hessiana in xo & semidefinita
negativa,),

2. xo minimo locale = V2f(xg) > 0 (hessiana semidefinita positiva),
3. V2f <0 (hessiana definita negativa) = o massimo locale,
4. V2f >0 (hessiana definita positiva) = x¢ minimo locale,

Dimostrazione.

1) Supponiamo per assurdo V2 f(zo) £ 0, cioé Jv € R” tale che V2f(xq)[v,v] > 0. Sia
g(t) = f(xo + tv). Calcolando le derivate di g vediamo che: ¢(0) = f(zo), ¢'(0) =
Vf(zo)-v =0e g"(0) = V2f(zo)[v,v] > 0, ciot 0 & un minimo locale stretto per g.
Allora f(xg +tv) > f(zo) per t € (—¢,¢) \ {0} per qualche ¢, che & assurdo dato che z
¢ massimo locale.

2) Stessa dimostrazione sopra con le disuguaglianze al contrario.

3) Sappiamo che V f(zo) = 0 e che V2f(zg) < 0. Poniamo

Al

0= min
Aesp(V2f(z0))

Osserviamo che § > 0 perché 'hessiana ¢ definita negativa. Inoltre passando ad una base
di autovettori e confrontando termine a termine i coefficienti vediamo che V2 f(z0)[v, v] <
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—§|v|?. Per Taylor

F(@) =F(wo) + 5V (o)l — zol? + off — of?) <
<Flro) — 2o — zof? +offa — xof?) <
<f(zo) — %L’E — zol®

per |x — xg| molto vicino a 0. Vediamo allora che xg € un massimo locale stretto.
4) Come il punto 3. O

Definizione 2.44 (Punto di sella).
Se z¢ ¢ un punto critico (V f(z) = 0) ma non ¢ massimo o minimo locale allora viene
definito punto di sella.

Osservazione 2.45.
Se V2 f(x) & simmetrica allora

V2f(x0) >0 <= X >0, VA € sp(V?f(20))
V2f(x0) <0 <= X <0, VA€ sp(V2f(xo))
(segue dal teorema spettrale). In particolare, per n = 2

V2f(x0) > 0 <= tr (V2f(z0)) > 0e det(V2f(x))

0
V2 f(x0) <0 <= tr (V2f(x0)) <0e det(V2f(xg)) >0

AVARLY,

Definizione 2.46 (Laplaciano).
Definiamo il laplaciano di f come

Af(wo) = tr V2 f(wo)) Za 2f

Definizione 2.47 (Funzione armonica).
Una funzione f : U — R differenziabile due volte & armonica se verifica 1’equazione
di Laplace, ovvero

Af=0.

Osservazione 2.48.
Le funzioni lineari sono armoniche.

Proposizione 2.49 (Estremi di una armonica).
Sia U C R™ un aperto limitato. Una funzione f : U — R continua, armonica su U e tale
che f|U ¢ differenziabile due volte ha massimi e minimi globali su OU.

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che il minimo di f non sia su 9U, cioe Jzxg € U tale che
f(xo) < f(x) per ogni z € U e f(xo) < f(z) per ogni z € OU. In particolare Je > 0 tale
che f(zo) < f(x) — e per ogni x € U, quindi Je’ > 0 tale che

f(zo) < min (f(z) — &'|lz — o),

zeoU

questo perché zy € U e x € 9U, quindi |x — x| non scompare (dato che U & aperto,
UNOU =) e quindi con &' appropriato posso porre

2
e<e (min |a:—x0|> < €lw — xo)?
xedU
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Consideriamo g(z) = f(z)—¢&'|z —z0|?, vediamo allora che g(zg) < m(ia% g(x) e quindi
(IS

g ha minimo in U, quindi dz; € U tale che x; € minimo assoluto di g, da cui vediamo
per il Criterio di Fermat che Vg(z1) = 0 e derivando vediamo

V2g(x1) = V2 f(x1) — 26T > 0.

Prendiamo la traccia: )
0 < Af(wy) —2e'n “E 2¢/n,

che ¢ assurdo. ¢ ]

2.5 Invertibilita locale e teorema di Dini

Definizione 2.50 (Diffeomorfismo).
Una mappa f: M — N, con M, N superfici differenziabili ¢ detta diffeomorfismo di
classe C* se ¢ di classe C*, bigettiva e la sua inversa ¢ ancora di classe C*.

Osservazione 2.51 (Nota categorica non data durante il corso).
Stiamo chiedendo che i diffeomorfismi siano morfismi nella categoria delle superfici C*-
differenziabili.

L’aggiunta di dimensioni rende difficile creare criteri per 'invertibilita globale. Definiamo
allora un concetto di invertibilita locale:

Definizione 2.52 (Locale invertibilita).

Data f : U — R™ con U C R" aperto. Fissato xg € U, f € localmente invertibile in
xo se esistono V intorno di zp e W = f(V) intorno di f(zg) tali che fly :V—oWwe
invertibile.

Osservazione 2.53.
Nel caso n = 1 vediamo che se f € C1(I) e f'(z0) # 0 per zg € I allora f & localmente
invertibile e la sua inversa ¢ C*.

Teorema 2.54 (Invertibilita locale).
Siano U C R™ aperto e f : U — R™ di classe C'. Fissato o € U, se det(Df(zg)) # 0
allora esistono V. e W intorni aperti di xo e f(xo) rispettivamente tali che

f|V:V—>W

¢ un diffeomorfismo C.
Inoltre se g = f|"/1 st ha che per ogni x € V

Dg(f(x)) = (Df(x))~"

Dimostrazione.
Sia g € U tale che Df(z0) ¢ invertibile. Per semplicita scriviamo A = D f(zg)~!. Posto
yo = f(zo), consideriamo B,(x¢) e By (yo) dove p & tale che

IDf(x) — D (wo)]| < ﬁ Ve € B,(zo)

er=p/(2]|Al).
Vogliamo mostrare che per ogni y € B,(yo) esiste un unico v € B,(xo) tale che
f(z) = y. Fissiamo allora y € B,(yo) e consideriamo la funzione

T(z)=z+ A(y — f(x)), x € B,(xo).
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Per come abbiamo scelto p e r possiamo verificare che T' & una contrazione su B, (zo):
T & 1/2—lipschitziana)

IDT(2)|| =|l1 = Df (o) "' Df ()l =
=|Df(x0) = (Df(x0) — Df (2))] <

scelta di p
<[A[l-IDf(z0) = Df ()] <
la 1
“20A 2

Come per il caso ad una variabile, maggiorare il modulo (o la norma in questo caso) della
derivata con una costante garantisce Lipschitzianita.
T(B,(z0)) € By(x0)) Fissiamo = € B,(x(). Calcolando vediamo

T (x) — zo| <|T(x) — T(z0)| + |T(20) — wo| <

1
§§|$*$0\ + |A(y — yo)| <

P

P P
<=+ |A4|lr==+1A =
<& Al = § + |l 5 =

cioe T'(x) € By(zo).
Avendo verificato che T' & una contrazione, per il Teorema delle contrazioni / Banach
Caccioppoli esiste un unico = = g(y) € B,(zo) tale che

T(x) =2 = y = f(x) per invertibilita di A.
Siano allora
W = B.(yo) \ f(0B,(x0)) e V =g(W)=f""(W) C Bp(xo).
Osserviamo che sono aperti:

e 0B,(x¢) & compatto, quindi f(9B,(z¢)) € compatto (e quindi chiuso). Il suo com-
plementare (W) in un aperto (B,(yo)) ¢ quindi un aperto di U (aperto in un
aperto).

e V & controimmagine di un aperto (W) tramite una funzione continua (f).

Vediamo inoltre che zg € V. Mettendo insieme tutte queste informazioni vediamo che
f € una bigezione tra V e W intorni aperti di zg e yo rispettivamente. E dunque ben
definita g = f‘;l W= V.

Verifichiamo ora che g & continua su W. Questo equivale a mostrare che

lim g(y') —g(y) =0 VyeW.

Yy —y

Fissiamo quindi y € W e poniamo ' = g(y'), = = g(y). Essendo T definita come sopra
1/2—Lipschitziana abbiamo che

1
le =2l 2 T(2) = T(@") = |z — 2" + A(f(2") = f(2))] 2
> |z —a'[ = AW —y)l 2 [z =2/ = [|Allly" — yl.
Quindi 2||A|lly — ¥'| > l9(y) — g(y')|, ovvero g & 2||A||—Lipschitziana, in particolare &
continua.
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Verifichiamo infine che g ¢ differenziabile e che Dg(f(x)) = (Df(z))~! = A,. Questo
equivale a mostrare che il limite della seguente espressione per vy’ — y va a zero:

9y) —9(W) — Ay (V' —y) 2 —x— A (f(a) — f(x) o' — x|

Iy—y’l |z — 2| Y =yl
2=~ (Df(x)) " (DL =TT + olle’ — a])) | —a]
|z — 2’| v =yl
9(¢") — 9(v)|
=(=Az)o(l) =————.
v =yl
Essendo W limitata da 2||A|| e dato che una lineare applicata a un o—piccolo

rimane un o—piccolo dello stesso ordine abbiamo che I’espressione sopra & o(1), dunque
va a 0 come voluto. Dunque la derivata di g esiste e vale A, = (Df(z))~L.

Infine, ricordando che possiamo calcolare (Df(z))~! a partire da Df(x) tramite la
regola di Cramer, si ha che se Df(z) & continua allora lo & anche

(Df(x))~" = Dy(f(x)).
O

Teorema 2.55 (Invertibilita locale con maggiore regolarita).
Siano U C R™ aperto e f : U — R"™ di classe C*(U) per k > 1. Fissato xo € U, se
det(Df(zo)) # 0 allora esistono Ve W intorni aperti di o e f(xo) tali che

f = VW
1%
¢ un diffeomorfismo di classe C*.
Dimostrazione.
Stessa dimostrazione osservando in fondo che la regola di Cramer per I'inversa non cambia
la regolarita delle funzioni coinvolte. O

Osservazione 2.56.
La condizione det(Df(x)) # 0 per ogni « € U NON garantisce I'invertibilita globale.

Dimostrazione.

— Smsi
Identifichiamo R? con C ponendo e* = (%e(cos(z)) Smsin(2))

Sm(cos(z)) + Re(sin(z))
mappa data da p(z) = e*. 1l differenziale di p in z = x + iy ¢ e*- = e* (

). Sia p:R? - R? 1a

cos(y) — sin(y)
sin(y) cos(y) €
il determinante di questo ¢ e**. Questa quantitd non ¢ mai nulla, eppure la funzione &
periodica lungo rette parallele all’asse immaginario e quindi in particolare non ¢ iniettiva.

O

Proposizione 2.57 (Criterio per NON globale invertibilita).
Se una funzione f non & iniettiva allora se il dominio & connesso per archi e l’immagine
e semplicemente connessa vediamo che f non puo essere ovunque localmente invertibile.

Dimostrazione.

Dato che f non & iniettiva, esistono x # y tali che f(z) = f(y). Sia 4 un cammino da
z a y. Osserviamo che f o+~ & un loop nell'immagine. Se il codominio & semplicemente
connesso posso deformare per omotopia v in modo tale che foy diventi la mappa costante,
che & chiaramente non localmente invertibile. Questo mostra che per qualche punto f
non & localmente invertibile (addirittura tutto un cammino). O

Notazione 2.58.
Sia 2 C R™ x R™. Scriveremo in notazione abbreviata un punto di 2 come (g, yo) dove

ZUOZ(Zla"' ,Zn):(fl'17"' an)
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Yo = (Zn+1, e )Z’I'Ler) - (yl; e 7ym)
Inoltre, se f: 2 — R™ e differenziabile con
f: (.fla"' 7fm)
poniamo
o ... Of | O ... Oh
oz, OTn, Oy1 OYm
Df = (D.f Dyf) = : o : S
Ofm ... Ofm | Ofm ... Ofm
dz1 Ozn | Oy1 Oym

Grazie all’invertibilita locale possiamo dimostrare il teorema delle funzioni implicite, o
teorema di Dini:

Teorema 2.59 (Teorema delle funzioni implicite).
Sia f:Q— R™ con Q CR™ x R™ di classe C* e sia (x9,y0) € Q. Supponiamo

det(Dy f(zo,y0)) # 0.

Allora esistono U intorno di xo e g : U — R™ di classe C* tali che per ogni x € U si ha

f(z,9(z)) = f(xo,y0)-

Dimostrazione. _
Definiamo f : Q@ — R"*™ tramite f(z,y) = (z, f(z,y)). Osserviamo che

N I, 0
Df(zo,y0) = <Dmf($0790) Dyf(l‘o’yo)> 7

da cui det(Df(xo,%0)) = det(Dyf(x0,%0)) # 0. Per il teorema di Invertibilita locale
f & localmente invertibile, cioe esistono U x V intorno di (zg,yo) e U x W intorno di
(o, f(x0,y0)) tali che flyy 1 U XV = UxW ¢ invertibile.

Osserviamo che per come ¢ definita f si ha che per (z,y) eUx W

Y y) = (2,9(z,y)) cong:U x W — V di classe C*.
In particolare per ogni (,y) € U x W si ha che
(@,9) = F(f(2,9) = F(2,§(2,9)) = (z, f(2,§(x,y))),
da cui f(z,§(x,y)) = y. Poniamo allora g(z) = §(x, f(zo, o)), in modo che Vz € U
f(@,g(x)) = f(z,9(x, f(x0,50))) = f(0,%0)
come voluto. O

Corollario 2.60.
Con le notazioni del teorema,

Dy(z) = —(Dy f(x,9(x))) " (Do f(x, 9(x))).

Dimostrazione.
In U abbiamo che f(x, g(x)) = f(xo,y0), quindi differenziando

Df<x’g(x>> = Dwf(x,g(:c)) + Dyf(x,g(ac))Dg(x) =0,

da cui la tesi. O
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Il teorema intuitivamente afferma quanto segue:
Considero una funzione f : X x Y — Y e guardo la curva di livello

{f(xay) = f($0ay0)}'

Se l'iperpiano tangente a questa curva di livello in (x¢, yo) non & verticale (D, f(zo,%0) #
0) allora per un opportuno intorno di z¢ (U) posso vedere la curva di livello come una
superficie (approssimata dall’iperpiano di prima), che posso vedere come grafico di una
funzione g : U — Y. La funzione sara banalmente la mappa che a x € U associa il punto
sulla curva di livello con quella ordinata, cioe il valore g(x) tale che f(z, g(x)) = f(xo,yo)-

Grazie a questa interpretazione risulta chiara la seguente generalizzazione del teorema:

Corollario 2.61.

Data f : @ — R™ con Q@ C R"™™ x5 € Q con rnk (Df(zg)) = m, cioé ha rango
massimo, allora esiste U intorno di xo tale che {f(x) = f(xo)} NU ¢é il grafico di una
funzione C* in una opportuna base.

Definizione 2.62 (Punti regolari).
I punti di {f(z) = f(zo)} tali che rnk (Df(x)) & massimo si dicono punti regolari.

Osservazione 2.63.
Il corollario sopra puo essere espresso come:

“Le curve di livello sono localmente grafici nei loro punti regolari.”

2.6 Massimi e minimi vincolati

2.6.1 Sottovarieta

Spesso ci capitera di studiare funzioni ristrette a un certo sottoinsieme di R™. Una delle
categorie piu rilevanti di tali sottoinsiemi sono le

Definizione 2.64 (Sottovarieta di R™).
Un insieme M C R™ & una sottovarieta di R™ di dimensione m < n (anche detta una
m~—sottovarietd) di classe C* se per ogni z € M esistono un intorno aperto U di z e
una funzione
¢ : Bgm(0,1) - R"
diffeomorfismo di classe C* tali che
QO(BR'm (O, 1)) =MnU.

Le mappe ¢ vengono dette carte della varieta e un loro insieme che copre la varieta e
detto atlante.

Intuitivamente, le m—varieta sono oggetti che localmente assomigliano a R™. Piu alta ¢
la classe di continuita delle carte, piu liscia dobbiamo immaginarci la varieta.

Osservazione 2.65.
Al posto di ¢ diffeomorfismo, per invertibilita locale possiamo richiedere rnk (Dy) = m
e  iniettiva di classe C*.

Definizione 2.66 (Spazio tangente e spazio normale).
Sia M C R"™ una m—varieta differenziabile e, fissato x € M, sia ¢ : B(0,1) — U il
diffeomorfismo garantito dalla definizione. Definiamo lo spazio tangente a M in x

come
T, M = Imm (Dp(x))

e lo spazio normale a M in z come

(T, M)™-.
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Osservazione 2.67.

La definizione non dipende dall’intorno di z o dalla specifica carta. Per avere una varieta
ben definita infatti le carte con immagini che si intersecano devono coincidere su quella
intersezione e similmente per le restrizioni o estensioni.

Osservazione 2.68.
T, M & un sottospazio vettoriale di R” di dimensione m, mentre (T, M)+ & un sottospazio
di R™ di dimensione n — m.

Relazione tra varieta e grafici

Vediamo che grafici e varieta sono concetti molto vicini, quasi equivalenti.

Mostriamo che le k—sottovarieta sono, almeno localmente e a meno di un cambio di
coordinate, grafici di una opportuna funzione:

Proposizione 2.69 (Ogni sottovarieta & localmente grafico).
Ogni k—sottovarieta di R™ ¢é localmente grafico.

Dimostrazione.
I grafici saranno i grafici delle carte in una opportuna base. Vediamo come si comporta
una funzione simile alle carte:

Sia ¢ : R¥ — R™ iniettiva e scriviamola come ¢ = (p1,92) con ¢, : RF — RF e
@2 : R¥ — R"*_ Dato che rnk (Dy) = k, scegliendo una base opportuna posso supporre
D, invertibile, e quindi ¢; € localmente invertibile per teorema di Invertibilita locale.

Definiamo allora ¥ = ¢ o cpfl, ovvero
" RF — R"
L e (2pa(er (@)

Osserviamo che Imm(yp) = Imm(y)) = Doyt
Se quindi ¢ € una mappa iniettiva che ristretta a Bgx (0, 1) restituisce M NU (& una
carta di M) abbiamo appena mostrato che

MNU = Imm(cp|BR )= Fgogcpl_l‘B

% (0,1) ek (0,1)

Mostriamo ora che i grafici sono varieta:

Proposizione 2.70 (Grafici sono varietd).

Se g : RF — R"* ¢ una funzione di classe C' allora il suo grafico Tg C R™ ¢ una
k—wvarieta differenziabile.

Dimostrazione.
Definiamo
" RF x RP—F R™
o (zy) — (z,9(z) +y)

Osserviamo che 1) & localmente un diffeomorfismo, infatti

(I 0
D,l/} B <Dg In—k:>

¢ sempre invertibile. Sia ora ¢(z) = ¢ (z,0) in modo che

I,
Dy = <Dg) :

il quale & sempre un diffeomorfismo in quanto ottenuto per restrizione. Per concludere
osserviamo che p(RF) = T'g, dunque restringendo opportunamente il dominio a varie
palle unitarie troviamo le carte della definizione di varieta. O
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Abbiamo in realta che le curve di livello sono varieta eccetto che per pochi punti:

Proposizione 2.71 (Curve di livello sono varieta nei punti regolari).
Data f : R™ — R*F di classe C' e fissato ¢ € R** definiamo

M =A{z| f(x) = c}.
Nei punti dove rnk (Df) =n —k si ha che M é una k—varieta differenziabile.

Dimostrazione.

Per il Teorema delle funzioni implicite, localmente ai punti con Jacobiano non nullo, si
ha che M =T'g con g : R¥ — R"* di classe C! e f(z,g(z)) = c. Questo conclude per il
risultato precedente (2.70). O

Proposizione 2.72 (Spazio tangente e normale ad un grafico).
Sia f : R™ — R"™* di classe C' e consideriamo M = {z | f(z) = c}. Sia g : R¥ — R**
di classe C* tale che f(z,g(x)) = c in un intorno di z € M.

Se z = (x0,9(x0)) e ¢ : RF — R™ ¢ una carta per z allora
T.M = T.I'g = Imm Dy(z) = {(v, Dg(z0)v) € R" | v € R}
e, posto f = (f1,"++, fa—k),
T (Df (20))T = Span(Vf1(20), -+  V fu(z0)) = (T.Tg)* = (T.M)*.

Dimostrazione.
(%) Ovvio ricordando che

Detan) = (py(i)

Df = (Dof Dyf)

e che per un corollario del Teorema delle funzioni implicite (2.60) si ha Dy f+D, fDg = 0,
osserviamo che per un generico w = (v, Dg - v) € TM si ha

(Df(x0))w = (Do f(x0) + Dy f(x0)Dy(2))v = Ov =0,

(%) Ricordando

cioe¢ lo spazio delle righe di Df(z¢) coincide con (T,M)L, ma lo spazio delle righe di
Df(z0) & per definizione Imm (D f(z))". O

2.6.2 Sistema dei moltiplicatori di Lagrange

Vogliamo ora presentare la tecnica standard per capire se un punto di una funzione € un
massimo o un minimo locale su un certo vincolo.
Una condizione necessaria ¢ espressa dal seguente:

Teorema 2.73 (Teorema dei moltiplicatori di Lagrange).

Siano: Q C R™ un aperto, fo € C*Q), f = (fi,---,fr) € CHQ) su R¥ ed M =
{x € Q: f(x) = ¢} un vincolo. Se xog € M ¢é un punto di massimo o minimo per fo sul
vincolo allora 4 {Vfi}ie{o,m k} sono linearmente dipendenti, cioé esistono Ag,--- , \x non
tutti nulli tali che

k
Z AiV fi(zo) = 0.
i=0

Dimostrazione.

Supponiamo che z( sia un punto di minimo locale per fy sul vincolo M, la cui costante
caratteristica possiamo considerare uguale a 0 (a meno di traslazione, la dimostrazione
& equivalente per ¢ qualsiasi). Poniamo B = B, (x¢) = {z € Q: |z — 20| < r} una palla
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centrata in zg tale che fo(zo) < fo(x) Vo € M N B (minimo locale).
Preso N > 0, poniamo

k
hy (@) = fol@) + [z — o> + N Y £2(2).

=1

Osserviamo che hy(z) > fo(z) per x # xo e hn(zo) = fo(zo), cioe zy & un punto di

minimo di Ay su M N B.

Sia zy il minimo assoluto di Ay su B. Per compattezza di B, a meno di passare a sot-

tosuccessioni, ngn rn = x* € B, inoltre, per limitatezza di hy(B)*, hy(zy) converge
oo

ad un d € R. Da queste osservazioni ricaviamo che:

k

N;ff(xN) = hn(zn) — folzn) — lzy — zo? — d— folz*) — 2* — zo]2,

da cui, dividendo per N, ricaviamo che:

k

k
YRS VAR

i=1

da cui z* € M.
Poiché zn € il minimo di hy, possiamo scrivere:

Jo(z*) + 2" = zo|® + folzn) + lzn — z0|® < hn(zn) < hn(xo) = fo(xo) < fo(z¥),

da cui ricaviamo che |z* — xo| = 0, ovvero z* = 2 = lim zy.
N —+o00
Per il criterio di Fermat,
k
Vhn(zn) =0=Vfolzn) +2(zn — z0) + QNZ filen)V fi(zn).
i=1

Poniamo p’ = 1, = 2N f;(zy); avremo che:

k
Z,UlNVfi(l‘N) = —2(1‘1\[ — xo).

i=0
ulN
Normalizziamo ponendo ji;"¥ = 712 e[-1,1].
Zj (Nf)
k
Osserviamo che 7;"V — ), tali che Z A7 =1 (in particolare sono tutti numeri reali).
i=0
Concludiamo quindi osservando
: : 2(zNn — o)
D AV fi(xo) e > N Vfilen) = - — Note
= = 5, (i)
che e la tesi. O

Osservazione 2.74.
Se rnk (Df(x9)) = k (cioe se M & regolare) allora i {V f;} sono linearmente indipendenti,

4continue mandano compatti in compatti e i compatti di R sono limitati
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k
cioé possiamo imporre V fy(zg) = Z );Vfi(xo).
i=1

Il sistema

f(xo) =c .
V fo(xo) = Z NV fi(xo)

¢ detto sistema dei moltiplicatori di Lagrange.

Osservazione 2.75.
Se M non ¢ regolare esiste una combinazione lineare non banale della forma

k
Z )\ivfi(xo) =0,
i=1

in particolare nell’enunciato del teorema Ay puo essere nullo e non abbiamo piu garanzia
che V fo(xp) si scriva come combinazione lineare degli altri gradienti.

Proponiamo un esempio di come svolgere un esercizio sui moltiplicatori di Lagrange:
Esempio 2.76.

n
Consideriamo la funzione f : R™ — R definita come f(z) = Zezi ed il vincolo
i=1
M = {z €eR": g(z) =|z[* —1=0}. Vogliamo calcolare i massimi ed i minimi di f
su M.
Sappiamo che questi minimi esistono per il Teorema di Weierstrass, essendo M un com-

patto.
Calcoliamo le derivate da inserire nel sistema:
0 0
f = ez’, g = 21‘1

Costruiamo il sistema dei moltiplicatori di Lagrange:

i=1
et = 2)\x; Vi

Osserviamo che la quantita e® € sempre positiva e mai nulla, dunque deve aversi che
x; #0 Vi, A #£ 0.
Dividendo per x; nella seconda equazione del sistema ricaviamo che per ogni ¢ deve aversi:

Zq

€

=2\
Ty

. . . . . . . . Ty x g . N

Questo si traduce nel verificare che, comunque presi due indici i e j, & = <=, cioe
i J
dobbiamo capire quando la funzione ausiliaria ¢(x) = < ¢ iniettiva. Con uno studio
xr

. . T(x—1 . . . N .

della derivata prima ¢'(z) = % ricaviamo che la funzione ¢[_; ) ¢ iniettiva e

dunque, sul vincolo, z; = z; Vi, j.
A questo punto dalla prima equazione del sistema ricaviamo che z; = :&:%l7 Vi ed infine
osserviamo che:

1 1 1 1 1 1
neﬁ:f(ﬁ,~-.,ﬁ)>f(_ﬁ,...’_ﬁ

a . 1
Dunque f|p ha per minimo assoluto ne” v e per massimo assoluto neve.



2.7 Funzioni Omogenee e Radiali

Definizione 2.77 (Cono).
Un sottoinsieme 2 di R™ & un cono (lineare) se Vo € 2, A € R, A > 0 abbiamo che
Az € Q.

Osservazione 2.78.

Possiamo definire su uno spazio vettoriale generale i coni algebrici, che sono chiusi
per prodotto per scalari non nulli. La definizione sopra non coincide con 'applicazione
di questa a R dato che consideriamo solo scalari positivi. (con la definizione generale
troveremmo i “coni doppi”).

Definizione 2.79 (Funzione positivamente omogenea).
Sia Q un cono in R™. Una funzione f : Q — R ¢ y—omogenea se f(A\x) = X7 f(z) per
ogni A € R, A > 0 e per ogni x € R™.

Osservazione 2.80.

Come prima, la definizione si puo facilmente estendere a spazi vettoriali generici (a patto
di definire una mappa KX — R™) e in realtd quella riportata coincide con 'omogeneita
positiva.

Proposizione 2.81 (Continuita in 0 delle omogenee).
Sia f: R™\ {0} — R una funzione continua positivamente y—omogenea NON costante.
Allora f é continua in O se e solo se v > 0.

Dimostrazione.
~ < 0) Consideriamo xy € R™ \ {0} tale per cui f(xg) # 0. Segue che
. . . f(x0)
1 Azg) = lim A7 =1 =
g fOw0) = Jip, A1f (o) = Jim, =7 = oo

dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che —y > 0.
~ = 0) Consideriamo z,y € R™ \ {0} tali che f(x) # f(y), che esistono in quanto f non
& costante per ipotesi. Allora

Jim fO) = I f(2) = f(@) # f(y) = Jim f(y) = Tim_f()

A—0t A—0t

che mostra la non continuita di f in 0.
7 > 0) Sia m = max,—1 | f(z)| € R e osserviamo che

lim |f(x)] = lim |z|”|f(&)] < lim m|z|” = 0.
|z|—0 |z[—0 |z|—=0

Cerchiamo di capire quando le omogenee sono differenziabili.

Proposizione 2.82 (Differenziabilita in 0 delle omogenee).
Se f:R™ = R é positivamente y—omogenea e continua abbiamo che f é differenziabile
in 0 seesolosey>1oy=1cef élineare.

Dimostrazione.

Per quanto detto, necessariamente v > 0. Se v = 0 allora f non ¢ continua in 0 oppure &
costante. Se siamo nel primo caso non e chiaramente differenziabile, se siamo nel secondo
f & anche 1—omogenea e lineare. Se invece vy > 0 allora I'unica estensione per continuita
di fin0¢& f(0) = 0 (unico numero reale invariante se moltiplicato per un qualsiasi scalare

non nullo).
i (H)\ < (;}E f(af)|> 2l = oflal),

~ > 1) Per |z| — 0 si ha che
—_——

costante

| (@)] = ||

41



quindi
lim fl@) = f0) _ lim o(|z|)
|z[—0 |z lz[=0 ||

=limo(1) =0,

in particolare f ¢ differenziabile.

0<~v<1)Se f(0B(0,1)) = {0} allora f & costante nulla e siamo nel caso v = 1 e f
lineare. Se f(9B(0,1)) # {0} allora consideriamo a € R™ tale che |a| =1 e f(a) # 0. Si
ha che

ta) — f(0 t t
lim 7][( @)~ f(0) = lim 7]0( @) = lim |ta|*"'f L
t—0+ t t—0t ¢ t—0+ tal
=(la|""Yf(a)) lim t""! =
(laf"~ f(@) T
==+ o0,
quindi esiste una direzione per cui lim,|_q F@=FO) 1on & definito, cioe il limite non &

|]
definito.
~ = 1). Verifichiamo che f ¢ differenziabile se e solo se f & lineare:
<= ) Ovvio dato che le lineari sono per definizione 1—omogenee e sono differenziabili
per definizione di differenziabilita.
= ) Sviluppiamo in 0 con Taylor

f(@) = f(0) + Df(0)x + R(z) = Vf(0)x + R(x)
con R(x) = o(|z|). Osserviamo che per ¢t € R\ {0}

fy = — vy +

R(tx)

tl]
f(@) =V f(0),

ovvero f e lineare. O

Osserviamo che t - 0 = tz — 0, dunque }in(l) = 0 e quindi passando al limite
—

Teorema 2.83 (Eulero).
Sia A un cono aperto in R™ allora se f ¢é differenziabile su A abbiamo che f é a—omogenea
se e solo se Vf(x)x = af(x) per ogni x € A.

Dimostrazione.
Sia x € A fissato e poniamo F'(t) =
solo se F(t) = f(x) per ogni t > 0.

priey )~ fe)ey

12a -

f(tz)

7o | & a—omogenea lungo la direzione di = se e

Vf(tr)xt® — f(tz)at=t

{2

_ Vf(tz)st — af (tx)
ta+l

Osserviamo che F'(t) = f(z) per ogni t > 0 ¢ equivalente a F' costante, quindi poniamo
F' =0 per ogni t, in particolare per t = 1 si ha Vf(2)z — af(z) = 0.

Viceversa, se Vf(x)z — af(z) = 0 per ogni x allora vale per tz, quindi ritroviamo
F'(t) = 0 da cui segue che f & a—omogenea. O

Studiamo ora la seguente classe di funzioni:
Definizione 2.84 (Funzione radiale).

Una funzione f : R™ — R ¢ radiale se f(z) = ¢(|z]) con ¢ : Ry — R.
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Proposizione 2.85 (Gradiente, Hessiana e Laplaciano di radiali).

Se [ é radiale con la notazione sopra

1. Se ¢ ¢ C! allora Vf(z) = 30'(|$\)|%
2. Se ¢ ¢ C? allora
02 ziz; ¢ (lz])
6:ci8xj<p(|xl) ¢ (|) FE 2]
3. Se p ¢ C? allora
/
x
Af = (p”(|.’L‘|) + ¢ (|))

||

Dimostrazione.

Calcoliamo prima V|z| e V7

V|z| = <$1’ 7%) —

|z Ed
1 1 1 =z
Ve LY=L
|| || |z[? |z|

Siamo ora equipaggiati per svolgere i conti richiesti:
1)

Vi) = Ve(lz]) = (Vo) (|z))V]z] =
in particolare osserviamo che 6%1- (e(Jz]) = (|x|)%
2)
82
g elleh) = (1D ) =
=¢"(|lz Dﬂﬂ +e
% ¢'(|=]) (
+ dij —
3)
) 1
9 AN A )
A _ 7 _ 1
f@) =3 g ) = 0" el) (S22 ) + 5
/
x
— () + £ (l |)(n )
Ed
Osservazione 2.86.
Le funzioni radiali armoniche sono tali che f(z) = p(|z]) e
trovarle studiando ’equazione differenziale
t
u'(t) + (n — 1)M =0

t

e poi integrando u = ¢’ per trovare (.
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(n—1).

xT

x|

2|

(le)*

T
Tp = —.
S

T
jz[*

el (s i) =
W)

O

Af = 0, quindi possiamo



2.8 Insiemi convessi

Notazione 2.87 (Segmento).
Dati x,y € V con V spazio vettoriale su R, indichiamo con [z,y] = [y, z] il segmento
che congiunge x e y, ovvero

[z,y] ={z+t(y—2) [t €[0,1]}

Definizione 2.88 (Insieme Convesso).
Dato V spazio vettoriale su R, C C V ¢ convesso se per ogni z,y € C, [z,y] C C.

Osservazione 2.89.
L’intersezione di convessi e convessa, infatti se z,y € AN B con A e B convessi allora
[z,y] C A e [z,y] C B, quindi [z,y] € AN B.

Definizione 2.90 (Combinazione convessa).

Dati x1,--- ,z, € R", una loro combinazione convessa ¢ data da Z?:l Aixi, dove
n

A1, ;>\n >0e Zi:l)\i = 1.

Proposizione 2.91 (Caratterizzazione dei convessi).
Un insieme C' é convesso se e solo se é chiuso per combinazioni convesse.

Dimostrazione.

<= ) Ovvio dato che il segmento & I'insieme di tutte le combinazioni convesse di due
punti.

= ) Procediamo per induzione su n. Chiaramente per n = 1 e n = 2 la tesi vale per
quanto detto. Mostriamo quindi che se vale per n vale anche per n + 1. Consideriamo

allora la seguente combinazione convessa di x1,- -, Tpy1:
n+1 n
E Aix; = E AiTi + At 1Tng1-
i=1 i=1

n
Sia Ag = Y_i—; Ai. Osserviamo che Y7 | X\;/A¢ = 1, quindi E o %i & una combinazione
‘ 0
=1
convessa di n termini e per ipotesi induttiva restituisce un elemento y € C. Osserviamo
infine che

n+1 n )\
Z Ai%i = Ao Z 22 4 A1 Zng1 = oY + At 1Tnt1.
i=1 = o

Dato che Ao+ Ap+1 = 1 (la combinazione iniziale era convessa) e y, 41 € C applicando
Iipotesi di convessita abbiamo che A\, ;12,41 € C come volevasi dimostrare. O

Definizione 2.92 (Inviluppo convesso).

Dato un insieme S, il suo inviluppo convesso ¢ definito come il piu piccolo insieme
convesso che contiene S e si indica con co(S). E possibile verificare che co(S) & 'unione
delle combinazioni convesse di punti in S.

Definizione 2.93 (Funzione convessa).
Sia © un insieme convesso, una funzione f : Q@ — R & convessa se Vz,y € Q e Vt € [0, 1]
abbiamo che

[tz + (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

Con la seguente definizione e proposizione avremo una idea geometrica di cosa rap-
presentano le funzioni convesse:

Definizione 2.94 (Epigrafico).
Data f: ) — R, il suo epigrafico consiste nel seguente insieme:

Epi(f) ={(z,a) € @ xR | f(z) < a}.
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Osservazione 2.95.
Geometricamente l'epigrafico e la regione dello spazio che “sta sopra” il grafico.

Proposizione 2.96 (Relazione tra funzioni convesse ed epigrafico).
Una funzione f : Q — R con Q convesso ¢ convessa se e solo se Epi(f) C Q xR ¢
convesso.

Dimostrazione.
= ) Consideriamo (zg, ag), (21, a1) € Epi(f), ovvero coppie in Q xR tali che f(z9) < ag
e f(z1) < ay. Dato che f & convessa, per ogni ¢ € [0,1] si ha

ftey + (1 —t)xo) < tf(wr) + (1 —t)f(zo) < tar + (1 — t)ag,

cioe ogni punto nel segmento che congiunge (g, ag) e (z1,a1) (dato dai punti (tz; + (1 —
t)zo,tar + (1 — t)ap) al variare di t € [0,1]) si trova sopra al grafico di f, e quindi sta
nell’epigrafico come volevamo.
<= ) Siano g, z1 € Q. Osserviamo che i punti (zo, f(zo)) e (z1, f(x1)) appartengono al
grafico di f e quindi anche all’epigrafico di f. Essendo Epi(f) convesso abbiamo che per
ogni t € [0, 1]

(tzo + (1 —t)z1,tf(zo) + (1 — 1) f(x1)) € Epi(f)
ovvero

f(two + (1= t)z1) < tf(xo) + (1 —1t)f(21)
che e la definizione di convessita per una funzione. O
Osservazione 2.97.

A differenza della differenziabilita, la convessita € una proprieta unidimensionale, ovvero
se 2 & convesso e f: 2 — R allora f & convessa se e solo se f| & convessa per ogni retta
K

r (considerata in €2).

Vediamo ora, come per il caso delle funzioni ad una variabile, come mettere in
relazione la convessita con le derivate della funzione.

Proposizione 2.98 (Relazione tra convesse e derivate).
Sia Q un aperto convesso di R™ allora

e Se f € CYQ) allora f ¢ convessa se e solo se Vxg,z1 € ) si ha
(Vf(@1) = Vf(z0)) (21 — 20) 2 0

o Se f € C%(Q) allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. f é convessa.
2. Per ogni x € Q) la matrice Hessiana in x é semidefinita positiva.

3. Per ogni xo,x1 € Q, f(x1) > f(zo) + Vf(x0)(x1 — 20).

Dimostrazione.

Per alleggerire la notazione poniamo x; = tx1 + (1 — t)zp quando questi sono definiti.
Definiamo inoltre ¢(t) = f(x:). Osserviamo che f & convessa se e solo se p(t) & convessa
per ogni xg, 1. Per quanto sappiamo sulle convesse in una variabile, e dato che abbiamo
assunto f almeno C? in ogni proposizione, questo & equivalente a richiedere ¢’ (t) crescente
(per il caso ad una variabile). Osserviamo inoltre che

P(0) = L J) = V(@) Sr, = V) e — o).

*) = ) Come visto nelle note preliminari, f convessa implica ¢’ crescente. In particolare
(1)~ ¢/(0) > 0, da cui

0 < Vf(z1)(z1 —x0) = Vf(w0)(21 — 20) = (Vf(21) = V(20)) (21 — 0).
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<= ) Consideriamo ¢ > s entrambi in [0, 1] e definiamo z{, = x5, =} = x;. Dato che
lespressione vale per ogni x, 1, vale in particolare per x{ e x}, quindi

0 <(Vf(e) = V() (@ —zs) =
1>t—s>0

(Vf() = Vf(zs)) (@1 —mo)(t —s) <
(Vf (1) = Vf(2s)) (@1 = z0) = ¢ () — ¢'(5).

Dunque per arbitrarieta di ¢, s ricaviamo che ¢’ & crescente, che come detto & equiva-
lente a f convessa.

x) Facciamo alcune osservazioni preliminari. Essendo f di classe C2, ¢” & definita e con-
tinua, quindi per quanto sappiamo sulle funzioni convesse ad una variabile, f & convessa
se e solo se ' (t) > 0 per ogni t € [0, 1] e per ogni z1,xo € . Calcoliamo allora ¢":

IN

" =20 = L9 @) — o) = V() S 2y o) =

=V2f(zo)[er — wo]* = (21 — x0) " Hy(we) (21 — o).
1 <= 2) Vale la seguente catena di equivalenze:

f convessa
©"(t) >0 Vtel0,1], Vzg,z1 € Q
(z1 — o) " Hy(zs)(z1 —20) >0Vt € [0,1], Vg, 21 € Q
Hy(z;) ¢ semidefinita positiva Vt € [0, 1]Vzg, z1 € Q

Hy ¢ semidefinita positiva su 2

dove I'ultima equivalenza vale perché = € Q, x = tx + (1 — t)z e perché z; € Q.
2 = 3) Consideriamo I"Espansione di Taylor con resto di Lagrange

£() = Fw0) + VS (o) — z0) + 5V2F(©)le o]’

dove £ € [z,x0]. Essendo H; semidefinita positiva su Q (punto precedente) osserviamo
che I'ultimo addendo € non negativo, dunque

f(x) > f(wo) + Vf(xo)(z — 20)

e in particolare ponendo x = x; appiamo ’espressione cercata.
3 = 1) Ricordiamo che f & convessa se e solo se lo ¢ il suo epigrafico & convesso.
Definendo

hao (@) = f(x0) + V f(20)(x — 0)
osserviamo che
Epi(f) = (1] Epi(ha,(z)),
ToEN
infatti se un punto (xo, a) non appartiene all’epigrafico di f I'iperpiano hy,(z) ha epigra-
fico che lo esclude. Essendo l'intersezione di convessi convessa ed essendo ’epigrafico di
un iperpiano convesso abbiamo la tesi. O

Diamo ora un criterio per capire quando funzioni convesse sono continue:

Definizione 2.99 (Locale limitatezza).
Una funzione f : @ — R con 2 aperto si dice localmente limitata se per ogni z € Q)
esiste € > 0 tale che B.(z) C Qe fls =) ¢ limitata.

Teorema 2.100 (Convessa localmente limitata ¢ localmente lipschitziana).

Se Q0 & un convesso aperto e f : Q — R & convessa e localmente limitata allora f ¢
localmente lipschitziana. In particolare f & continua.
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Dimostrazione.
Senza perdita di generalita supponiamo 0 € Q e f(0) = 0. Per la locale limitatezza
esistono 7 > 0, M > 0 tali che sup, <, f(z) < M. Sia v € B,(0) e consideriamo

Y { (r/lv))v sev#0

v=20 sev=0

Osserviamo che per A = (|v|/r) € [0,1] abbiamo v = Aw + (1 — A)0, quindi per la
convessita di f

M
F@) < M)+ 1= 070 = D) < oy
Osserviamo ora che 0 = pv + (1 — p)(—w) con p = r/(Jv| +r) € (0, 1], quindi
0=£(0) < pf(v) + (1 —p)f(-w)
oyt (Y iy s M

1002 = few) = 2 ) = = () sew 2 - Tl

Abbiamo quindi verificato che |f(v)| < 2|v|, da cui
M
|f(v1 —v2)| < 7|Ul — g,

ovvero f € localmente Lipschitziana. O

Osservazione 2.101.

La locale limitatezza ¢ una condizione necessaria. Per esempio esistono spazi dove delle
mappe lineari non sono continue ma chiaramente ogni mappa lineare & convessa (per
esempio per il primo punto della proposizione precedente).

Osservazione 2.102.
Se f:Q — R & convessa e B = co(F) con F finito osserviamo che

sup f(z) = max f(x).

T€EB zeF

Osservazione 2.103.
Se la dimensione dello spazio vettoriale in cui consideriamo €2 e finita allora l'ipotesi di
locale limitatezza non ¢ necessaria, pit precisamente

Proposizione 2.104.
Se Q CR"™ ¢ un aperto convesso e f: Q — R é convessa allora f é localmente limitata.

Dimostrazione. -
Essendo 2 aperto, per ogni p € ) esiste r > 0 tale che B,.(p) C Q. Consideriamo le palle
in norma 1, che possiamo fare per I’equivalenza delle norme (1.57). Sia F' = {p,p £ re; |

1 < j < n}. Osserviamo che per ogni € B,.(p), x € co(F), cioe x = Zii‘l A& per
& € F e per la convessita di f

|7

flz) < ;/\z‘f(fz‘) < Iglealg,(f(ﬁﬁ

quindi f & localmente limitata. O
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2.9 Retta di regressione (minimi quadrati)

Dati x1,--- ,x,, distinti e altri yq,--- ,y, valori cerchiamo una funzione lineare della
forma y = ax + b che meglio approssima ’andamento dei punti (z1,91), ", (Tm, Ym)-

Possiamo farlo in tanti modi, ma uno di quelli che si & rivelato piu significativo & il
metodo dei minimi quadrati, chiamato cosi perché cerchiamo il minimo della seguente
funzione:

Definizione 2.105 (Funzionale d’errore).
Dati 1, -+, Tm, Y1, -+ ,Ym come sopra e una retta y = ax + b definiamo il funzionale
d’errore come

E(a,b) = (y; — (az; +b))>.
j=1
Pilt esplicitamente cerchiamo (a, b) € R? tale che £(a,b) abbia valore minimo.

Proposizione 2.106.
1l funzionale di errore é strettamente convesso, in particolare il minimo esiste.

Dimostrazione.
Osserviamo che £(a,b) ¢ di classe C*°. Costruiamo allora la matrice Hessiana. Per farlo
calcoliamo le derivate parziali in a, b:

o0& -
3g (@) =~ > 2(y; — (az; +b))x;
j=1
o0& -
55 (@0 =~ > 2(y; — (az; + b))
j=1
0%E -
3 5 (a,b) :ZQx?
j=1
9%E = 9%E
dv0a @Y ; i = gaap @Y
9%E =
w(a,b) :ZQ =2m
j=1
Segue quindi che, ponendo u = " e; e x = (z1, -, %), la matrice Hessiana ha
forma:
(222 Y2u\ _  (|=* x-u
Hg_<z2a:j om ) =2\ u lul? )

Dato che |z|? > 0 e che |u|?||z]? > |z - u|? per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz (u e
a non sono proporzionali perché gli x; sono distinti), la matrice Hessiana sopra & definita
positiva per la regola di Jacobi (o metodo nord-ovest o dei minori principali) e quindi
&(a,b) & strettamente convessa. O

Dato che £(a, b) & almeno C? su tutto R? e che R? non ha un bordo, possiamo trovare
i minimi ponendo VE&(a,b) = 0:

o€

% :O<:>Zijj :Zaa:?—kbxj zaZm?—Fbej

o€

%:0<=>Zyj22axj+b:a2xj+mb

y-x=alr|* +bu-z
=
y-u=ax-u-+ blul?
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in forma matriciale
lz|? z-u\ (a\  [z-y
rou |[w?)\b) \y-u)

Come notato prima, la matrice nell’equazione ¢ 'Hessiana di £(a, b), che come osservato &
definita positiva, quindi la soluzione & unica e ricavabile calcolando I'inversa dell’Hessiana.

() ~rmrmeae (ke o) (6t -
]

TPl =zl \JeP(y-u) = (2 u)(z - y)
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Capitolo 3

Teoria della Misura e Calcolo
Integrale

3.1 Teoria della Misura

L’obiettivo che ci prefiggiamo in questo nuovo capitolo ¢ quello di fornire uno strumento
che ci permetta di calcolare il volume di un insieme ¥ C R" o, il che € equivalente, fornire
una nozione di integrale per le funzioni f : R®™ — R™, che sia stabile quando si passa al
limite.

Partiamo dalla seguente:

Definizione 3.1 (o-algebra).
Dato un insieme X, £ C #(X) ¢ una sua o-algebra se:

o )eé&;
e VE €&, X\ E €&, in particolare X € &;

oo o0
e Comunque dati F; € £ al variare di i € N, U FE; € £ e quindi ﬂ FE; €.
i=1 i=1
Intuitivamente cio che vogliamo fare & replicare un sottoanello con le operazioni di
chiusura per unione e passaggio al complementare, cioé selezionare quei sottoinsiemi di
X stabili per le operazioni topologiche fondamentali.

Osservazione 3.2.
L’intersezione, anche infinita, di o-algebre ¢ ancora una o-algebra, in particolare data
S C P(X) e sempre possibile definire:

GA(S) = {ﬂg . € o — algebra, & C 5}

Definizione 3.3 (Algebra di Borel).
Dato X spazio metrico o topologico, & = {Insiemi aperti di X}, si chiama o-algebra
di Borel la o-algebra:

B(X)=0cA(A).

Osservazione 3.4.
BR") # P(R") per differenza di cardinalita, infatti |2(R")| = 2/*"l = 2¢ mentre
BRY) = || <.

Definizione 3.5 (o-subadditivita/additivita).
Data una c-algebra £ e una mappa m : £ — [0, +00| affermiamo che m &
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e og-subadditiva se VE; € £
m(JEB) <Y m(E)
e o-additiva se, dato {E;};en C € tale che i # j = E;NE; =0, si ha
ieN ieN

Definizione 3.6 (Spazio di misura).
Data &€ una o-algebra e m : £ — [0, +o0] diciamo che m & una funzione misura se &
o-additiva su €. In questo caso la tripletta (X, &, m) & detta uno spazio di misura.

Osservazione 3.7 (Proprieta delle misure).
Data una funzione di misura m si ha che:

e m(0) = 0;
e m ¢ o-subadditiva;

e m & monotona, infatti presi A C B, avremo che m(B) = m(A4)+m(B\ A) > m(A4);

3
7

K2

E; D Eiy1 e m(Ep) < oo = m(m E;) = limm(E;) = inf m(E;).

3

Definizione 3.8 (Insieme trascurabile).
Data una misura m ed un insieme N € &, N ¢ detto insieme trascurabile se m(N) = 0.

Osservazione 3.9.
Per monotonia della misura, se N ¢ trascurabile ¢ N’ C N,con N’ € & allora N’ ¢
trascurabile.

Definizione 3.10 (Spazio di misura completo).
Uno spazio di misura (X, &, m) si dice completo se vale I'implicazione:

N’ C N, con N trascurabile, = N’ € £.

Definizione 3.11 (Misura di Borel).
Dato lo spazio di misura (X,&,m), se B(X) C &, cioe m & definita sui Boreliani,
affermiamo che m & una misura di Borel

Definizione 3.12 (Misure regolari).
Sia (X, &, ) uno spazio di misura con X metrico e p di Borel. Affermiamo che p &
regolare se per ogni F € £

p(E) =inf{u(A) | A D E aperto} = sup{u(K) | K C FE compatto}.

Definizione 3.13 (Misura o-finita).
Sia (X, &, u) uno spazio di misura. La misura p & detta o-finita se esiste un insieme al
pitt numerabile di misurabili {4;};eny C € tali che

VieN, n(A)eR e UAZ»:X.
ieN

51



3.1.1 Metodo di Carathéodory

In questa sezione ci occuperemo di uno dei metodi classici di costruzione di spazi di
misura data una certa funzione misura. Definiamo anzitutto lo strumento di “misura”
per tutti i sottoinsiemi di X.

Definizione 3.14 (Misura esterna).
Una mappa m : Z(X) — [0,4+00) U {+00} & detta misura esterna se ¢ o-subadditiva,

ciod se: m(JE) <> m(E:) VE; € 2(X).

Teorema 3.15 (Teorema di Carathéodory).
Dato un insieme X ed una misura esterna m abbiamo che l'insieme

Em={ECX|VSCX, m(S)=m(SNE)+m(S\ E)}
gode delle sequenti proprieta:
1. &, € una o-algebra,
2. mlg, € una misura,
3. (X, En,mlg,) & uno spazio di misura completo.

Gli elementi di &, sono detti misurabili da m.

Dimostrazione (NON DATA DURANTE IL CORSO).

Teorema 3.16 (Metodo di Carathéodory).
Se (X,E,m) & uno spazio di misura allora

. 2(X) — [0, +00]
" FE — inf{m(F)|F2FE,Fef}

€ una misura esterna e m*‘g =m.
In particolare £ C Ep e (X, Em*,m*|g ) € uno spazio di misura completo che estende
(X,E,m).

Informalmente Carathéodory ci permette di completare gli spazi di misura.

Osservazione 3.17 (Estensione Naive).
Se (X, &, m) & uno spazio di misura allora

E={FEUN'|E €&, 3N trascurabile t.c. N' C N}
e una o-algebra che contiene £ e

£ — [0, 40

" BUN — m(E)

€ una misura completa che estende m.

In generale € # &,,+, ma ai fini del corso ignoreremo questo fatto.
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3.1.2 Misura di Lebesgue

Definizione 3.18 (Rettangoli e plurirettangoli).
Dati n intervalli della forma [a;, b;], un insieme della forma

R=

%

[ai, bz] Q Rn
1

n

¢ detto rettangolo.
Se {R;}ien & una famiglia numerabile di rettangoli tale che int(R;) Nint(R;) = 0 per
1 # j allora un insieme della forma

o On
i=1

¢ detto plurirettangolo (numerabile).

Osservazione 3.19.

Tutti gli aperti sono plurirettangoli regolari, basta imporre sull’aperto una griglia cubica,
inserire i cubi interamente contenuti nell’aperto nella famiglia {R;}, raffinare la griglia e
ripetere con cid che manca per riempire ’aperto. Se scegliamo una successione tendente a
zero per la lunghezza dei lati dei cubi nella griglia si ha che con una quantita numerabile
di cubi avremo coperto ’aperto.

Proviamo allora a costruire una misura che sia consona alla nostra intuizione sui
volumi. Definiamo prima una misura esterna. Questa ci restituira una misura completa
per il Teorema di Carathéodory.

Proposizione 3.20 (Misura esterna di Lebesgue).
La mappa m™* definita sui rettangoli come

m* (H[ai,bi]> = H |bi — ail,
i=1 i=1

sui plurirettangoli numerabili come

(0] = Emin
i=1 i=1
e su ogni altro sottoinsieme E C R™ come
m*(E) = inf{m*(P) | P 2 E con P plurirettangolo}

e o-subadditiva e si chiama misura esterna di Lebesgue.

Osservazione 3.21.
L’estensione di m* che abbiamo fatto all’'ultimo passo ¢ posta in modo da ricordare la
forma della misura esterna nel Metodo di Carathéodory.

Definizione 3.22 (Misura di Lebesgue).

Siano M(R") = &,,» € Z(R"™) la o-algebrae L = m*|m(Rn) la misura completa garantiti
dal Teorema di Carathéodory.

La misura £ & detta misura di Lebesgue e gli elementi di D(R™) si chiamano insiemi
(Lebesgue-)misurabili.

Osservazione 3.23.
La misura di Lebesgue € una misura di Borel, infatti per quanto detto gli aperti sono
plurirettangoli e sono dunque misurabili.
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Osservazione 3.24 (Ci sono pitt Misurabili che Boreliani).
BR™) # MR") e £|@(R") non e completa.

Dimostrazione.
Sappiamo che |#(R")| < |Z(R™)], basta dunque mostrare che |MM(R™)| = |Z(R")|.
A questo scopo ¢ sufficiente osservare che esiste ¢ C R™ compatto (e quindi chiuso e
quindi misurabile), trascurabile e pit che numerabile, a quel punto ogni suo sottoinsie-
me sara misurabile per completezza di £ e sappiamo che questo insieme avra | Z2(R"™)]
sottoinsiemi.

Per n = 1 un valido C ¢ l'insieme di Cantor. Per n piu grande basta moltiplicare
I'insieme di Cantor per {0}"1. O

Proposizione 3.25 (Insieme di Vitali).

M(R") # P(R")

Dimostrazione.
Mostriamo il caso per n = 1:
Definiamo la seguente relazione di equivalenza su R:

r~y<—2—yeQ = [z]={z+q|qeQ}.

Sia F C [0,1) un insieme di rappresentanti per questa relazione, cio¢ per ogni z € R,
ENz] = {y(z)} & un singoletto.
Affermiamo che E non é misurabile. Definiamo

F= U (E+q)

q€[-1,1]nQ

e osserviamo che se q1,q2 € Q con g1 # g2 allora (E + q1) N (F + g2) = 0 per definizione
di E, cioe F & dato da una unione disgiunta.

Dato che F' C [—1,2) si ha che m*(F) < 3 (misura esterna di Lebesgue), osserviamo
inoltre che [0,1) C F, infatti se y € [0,1) si ha che y € [z] per qualche x € E e quindi
yeE+(y—xz)cony—zecQn-1,1].

Se E fosse misurabile allora £(E) =00 L(E) > 0, ma

LE)=0 = L(F)=) 0=0 = £([0,1))=07¢
LE)>0 = /J(F):i/j(E):—i—oo, ma L(F) <3¢

Abbiamo dunque mostrato che E ¢ D(R).
Sen > 1 basta considerare estensioni semplici dell'insieme di Vitali, tipo Ex[0,1]*~!. O

Proposizione 3.26 (La misura di Lebesgue & regolare).
La misura di Lebesgue in R™ é regolare.

Dimostrazione.
Aperti) Sappiamo che

L(E) =inf{L(P) | P D E plurirettangolo numerabile}

Dato € > 0 e un plurirettangolo P = |J R; possiamo trasformare R; in un rettangolo
aperto R; . leggermente pilt grande in modo che

ﬁ(RZ‘,E) L‘(RZ) + —.

22
Se definiamo P. = |J R; . si ha allora che

L(P.) < L(P)+e
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e quindi
L(E)=inf{L(P.)| P2 E,e >0}
dove stavolta ogni termine dell’insieme € un aperto. Sappiamo pero che gli aperti sono

plurirettangoli numerabili quindi raggiungo tutti gli aperti e ho la tesi.
Compatti) Osservo che {B,,(0)},en copre R, dunque

E= [j ENB,(0) = L(E) =lim £L(E N B,(0)).

n=1

Possiamo dunque supporre E limitato (lavoriamo sulle intersezioni). Consideriamo E\ E,
il quale & misurabile perché differenza di un chiuso (boreliano) e un misurabile. Per il
punto precedente esiste per ogni ¢ > 0 un aperto A. tale che A. D E\ F e L(A.) <
L(E\ E) + €. Definiamo allora il seguente compatto:

K.=E\A.=ENAS=ENAS=E\A.CE.

Osserviamo che

5
&
Il
5
5
|
jal
&=
=)
o
N
I
B
5
|
™
N
N
|
B
N

m

—
=
N

Y%
5
=
|
o

quindi per ¢ — 0 abbiamo compatti contenuti in F che si avvicinano sempre di piu a
L(E), da cui la tesi. O

Definizione costruttiva della misura di Lebesgue

Definizione 3.27 (Plurirettangolo finito).
Stessa definizione di un plurirettangolo numerabile ma ammettiamo solo unioni finite.

Definiamo £ come prima sui rettangoli,

N N
) P=JR = L(P)=> L(R)
=1

i=1
(%) A aperto = L(A) = sup{L(P) | P C A plurirettangolo finito}
(x) K compatto = L(K) = inf{L(P) | P O K plurirettangolo finito}

e per insiemi generici £ C R™ definiamo la misura esterna di Lebesgue come
L*(E) =inf{L(A) | A D E aperto}
e la misura interna di Lebesgue come
L.(E) =sup{L(K) | K C F compatto}

Osservazione 3.28.
Per ogni F si ha che L*(E) > L.(E).

Definizione 3.29 (Misurabili).
Un insieme E ¢ detto misurabile se L*(E) = L.(F) e in tal caso scriviamo L(E) =
L.(E) = L*(E). Come notazione poniamo

M(R") = {E C R™ misurabili}.

Teorema 3.30.

M(R™) & una o-algebra che contiene i Boreliani e L = L* ¢ una misura, che

|§m<Rn)
chiamiamo misura di Lebesgue.
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Teorema 3.31.
M(R™) coincide con la o-algebra data dal teorema di Carathéodory.

Osservazione 3.32 (Misurabilita per Jordan).
Avremmo potuto definira

mY5(E) =inf{L(P) | P O E plurirettangolo finito}
my,(E) =sup{L(P) | P C E plurirettangolo finito}
e per ogni F si ha

Gli insiemi E tali che m*%(E) = my,(F) vengono detti misurabili secondo Jordan.
Il problema & che i misurabili secondo Jordan non sono una o-algebra e m% non ¢ una
misura esterna quindi non avremmo modo semplice di definire una misura.

Esempio 3.33.
E=Qn|[0,1] CR & Lebesgue misurabile ma non Jordan misurabile.

Dimostrazione.
E ¢ numerabile, quindi ¢ trascurabile per Lebesgue, ma my,(E) = 0 e m%(E) =
L([0,1]) = 1. O

In realta non e strano che anche con una definizione diversa abbiamo trovato nuovamente
la misura di Lebesgue, infatti vedremo (3.45) che vale il seguente

Teorema 3.34 (Unicita della Misura di Lebesgue).
Sia m una misura di Borel su R™ tale che

m(K) < +oo VK compatto
m(E + z) = m(E) VE € #B(R")

allora esiste ¢ > 0 tale che per ogni E € B(R") si ha
m(E) = cL(E).

In altri termini, la misura di Lebesgue € I'unica misura a meno di riscalamento che ¢
invariante per traslazione ed ¢ finita sui compatti.

3.2 Complementi a teoria della misura

Notazione 3.35 (Misura di Lebesgue).
Per brevita poniamo

|E| = L(E).

NON intendiamo dunque la cardinalita degli insiemi. Se non sara chiaro dal contesto
indicheremo la cardinalita di E con #F.

3.2.1 Esempi patologici in Teoria della Misura

Esempio 3.36.
Se Q ¢ un aperto limitato non ¢ detto che |02 =0

Dimostrazione.

Sia Q = U, Bejan(qn) dove g, & una successione surgettiva a valori in Q N [0,1]. Si
ha che z € [0,1] \ @ = x € 99 infatti per la densita dei razionali nei reali ogni palla
centrata in  contiene dei razionali e quindi interseca Q, dunque z € Q\Q = Q\int(Q) =
0.
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Osserviamo che 1 = |[0, 1]| = [[0,1]N Q| + [0, 1]\ Q| < ||+ ]0€|. Osserviamo ora che
per subadditivita

Q] <) 2(:27") =2,
n=1
dunque |0Q| > 1 — 2¢, quindi per € < 1/2 abbiamo che |09 > 0. O

Lemma 3.37 (Il grafico di una funzione continua & trascurabile).
Sia B C RN~ wna palla chiusa e consideriamo ¢ : B — R continua. Si ha che il grafico
G ={(z,p(x)) | x € B} é trascurabile.

Dimostrazione.
Fissiamo € > 0. La mappa ¢ & una funzione continua su un compatto e quindi per Heine-
Cantor abbiamo che & uniformemente continua. Esiste allora 6 > 0 tale che |z — y| <

6 = [e(z) —p)| <e.
Osserviamo che possiamo ricoprire B con un numero finito m di (N —1)-cubi disgiunti

Q; di diametro minore di ¢ (lato minore di §/+/N — 1). Si ha quindi che

G=J{@ @) |zeBnQ}
=1 =G;
Avendo scelto quadrati di diametro abbastanza piccolo abbiamo che Jx; € @); tale che
Gi C(BNQi) x (p(z:) —e,0(z;) +e) = |G| <[|Qi2e.
Vediamo perd che per § — 0 si ha che Y /", |Q;| = |B| + 0(d), da cui

Gl = _1Gi <22 ) 1Qil = 2¢|B| + 0(6) — 0.

i=1
O

Proposizione 3.38.
Data f € CYH(RY) e posto Q = {x € RN | f(z) > 0}, se Vf(z) # 0 per ogni x € 9Q e
é limitato allora |0 = 0.

Dimostrazione.

Osserviamo che Yz € 9Q si ha che f(x) = 0 per la permanenza del segno lungo una
direzione per la quale V f(z) ha una componente non nulla. Allora 9 & contenuto in
una curva di livello, dunque per il Teorema delle funzioni implicite per ogni x € 0f)
esiste V,, intorno aperto di x tale che 92 NV, & grafico di una funzione. Per ipotesi 2 &
limitato, dunque 02 & limitato. Essendo ogni bordo chiuso si ha che 92 ¢ compatto per
il Teorema di Heine-Borel, dunque dal ricoprimento

oc |J v
€052
estraiamo {Vy,,---, Vs, } ricoprimento finito. Basta quindi che |02 N V,,| = 0 per la
subadditivita nelle unioni finite. Questo vale per il lemma considerando una palla che
contiene la controimmagine della mappa della quale 9Q NV, & il grafico. O

Proposizione 3.39 (Ogni insieme di misura positiva contiene un non misurabile).
Sia A € M(RN) un insieme Lebesque-misurabile tale che |A| > 0. Allora esiste V. C A
non Lebesgue-misurabile.

Dimostrazione.
Riconduciamoci al caso di A limitato:
Sia Qo = [0,1]V € RY. Osserviamo che

RY = [ Qo+¢

geN
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da cui

A= J An(Qo+9).

cezN

Per la subadditivita della misura di Lebesgue

0<[41< Y 1An(Qo+9)l,

gezN

dunque esiste £ € ZV tale che |[AN (Qo + &)| > 0. Se la tesi vale nel caso limitato allora
applicandola a A N (Qo + &) avremo mostrato la tesi per A.
Supponiamo dunque A limitato, senza perdita di generalitd A C Qg (troviamo & come
prima e sfruttiamo il fatto che la misura di Lebesgue ¢ invariante per traslazione).
L’idea ora e costruire una generalizzazione dell’insieme di Vitali: definiamo la seguente
relazione di equivalenza su A

r~y<e—=z—yecQV

e definiamo V' come un insieme di rappresentanti in A per la relazione. Mostriamo che
V non & misurabile:
Osserviamo che in quanto insieme di rappresentanti, usando il fatto che diam(Qo) = V'N,
si ha che
Ac || wv+o,

geQ”

lel<vN
dove I'unione & disgiunta perché se vy,vy € V e v; # vy allora per costruzione vy — vy ¢
QY.
Supponiamo per assurdo che V' sia misurabile, allora per o-additivita della misura di
Lebesgue

0<JAl< > [V+¢&= > [V = [V[#0.

geQy geQ
|E|I<VN l¢|1<VN

Da questo segue che

L] v+9|= > VI=+mx,

ceQ” ¢eQ”
l¢|<VN |E1<VN
ma questo & assurdo perché |_| (V + &) & contenuto in [~V N, 1+ NV, il quale &
¢eQy
l¢|<VN
compatto e sappiamo che la misura di Lebesgue sui compatti & finita. ¢ O

Notazione 3.40.
Indichiamo l'insieme delle differenze di A ¢ B come

A-B={a—-blac A, be B}.

Proposizione 3.41.
Se A CRYN ¢ misurabile e |A| > 0 allora A — A ¢ un intorno di 0.

Dimostrazione.

Dato che la misura di Lebesgue & regolare (3.26), sappiamo che A contiene un compatto
di misura arbitrariamente vicina a |A| dal basso, in particolare contiene un compatto di
misura non nulla. Possiamo quindi senza perdita di generalita supporre che A sia com-
patto dato che l'insieme delle differenze di un sottoinsieme di A ¢ contenuto nell’insieme
delle differenze di A.
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Sfruttando nuovamente la regolarita della misura di Lebesgue (3.26), sia G un aperto
tale che G D A e |G| < 2|A|. Dato che A ¢ compatto, ha senso parlare di d(A4,G°) =
minge 4 d(z, G°) per il Teorema di Weierstrass. Dato che G¢ & un chiuso disgiunto da A
(il quale & anche chiuso in quanto compatto) si ha che

d(A,G°) = mind(z,G) > 0,
€A

infatti, se cosi non fosse, per x che realizza d(x,G) = 0 si avrebbe z € AN G°, che &
assurdo. £

Sia dunque 0 < & < d(4, G¢) e consideriamo v € R tale che |v| < . Se mostriamo
che v € A — A allora avremo che B.(0) C A — A che mostra la tesi.

Dato che A C G, A+ v C G (segue dal fatto che d(A,G®) > ¢). Osserviamo che
AN (A+wv) # 0, infatti se cosi non fosse si avrebbe che

AU(A+0) CG = 24| < |G| < 2/A],

che ¢ assurdo. £
Siano allora aj,as € A tali che a; = as + v, segue che v = a1 — ag, cioe v € A — A
come volevamo. O

Esempio 3.42.
Esiste A C R tale che |[A] =0e¢ A — A ¢ intorno di 0.

Dimostrazione.
Consideriamo A = C l'insieme di Cantor e verifichiamo che [-1,1] C C — C:
Consideriamo C' x C' C [0,1]2. Dato a € [-1,1] sia r = {(x,y) | * —y = a}. La tesi
coincide con mostrare che r N C x C # {.

Osserviamo che possiamo costruire C nel seguente modo ricorsivo:

1. Definiamo Cy = [0, 1].

2. Costruiamo C41 a partire da C eliminando per ogni segmento in C} della forma
[a, b] 1 punti di (b_T“,Qb_?“) (per esempio [0, 1] — [0,1/3] U [2/3,1]).

I1 limite per k — oo di C & C' (ad ogni passo stiamo eliminando i numeri la cui espansione
decimale in base 3 contiene un 2 alla k-esima cifra decimale). Da questo segue che
possiamo costruire C x C' considerando Cj, x Cj, e prendendo il limite. Geometricamente
C x C}, consiste di 4* quadrati e ad ogni passo rimuoviamo la “croce centrale” da ognuno
di questi quadrati.

Osserviamo che r ¢ la diagonale {y = z} traslata in basso di a unita. Da questa
interpretazione geometrica € evidente che per ogni k € N

Ckx(]kﬂr;é@,

quindi r N C x C # () perché l'intersezione di compatti non vuoti inscatolati ¢ non vuota
(se cosi non fosse potremmo costruire una successione a valori nel compatto pit grande
il cui limite esce dal compatto, che & assurdo!). O

3.2.2 Misure regolari

Proposizione 3.43 (Misura di Borel finita su compatto & regolare).
Sia X uno spazio metrico compatto e sia p una misura di Borel tale che u(X) € R.
Allora p é regolare.

Dimostrazione.
Definiamo l'insieme dei boreliani che rispettano la tesi:

S={AeB|u(h) =sup{u(G) | G cpt. e G C A} = inf{u(G) | G aperto e G 2 A}}.

1Una dimostrazione pili generale e soddisfacente di questo fatto & dominio del corso di Geometria 2
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Se mostriamo che S ¢ una o-algebra e contiene gli aperti allora avremo mostrato che p
& regolare sui Boreliani e questo mostra che p & regolare?.
o-algebra)

e Evidentemente ) € Se X € S.

e Complementare) Sia B € S. Dato che B ¢ boreliano ¢ p-misurabile, quindi ha
senso

w(B°) = (X) — p(B).
Sappiamo che p € regolare su B, dunque
w(B¢) =u(X) — inf{u(GQ) | G aperto, G 2 B} =
=u(X) +sup{—u(G) | G 2 B aperto} =
=sup{u(G°) | G O B aperto} =
=sup{u(K) | K C B° compatto}.

In modo analogo vediamo che
w(B°) = inf{u(G) | G O B aperto}.

Mettendo tutto insieme B € S =—> B¢ € S.

e Unione numerabile) Consideriamo una collezione numerabile {A;}ien € S e mo-
. o0 .
striamo che | J;~, A; appartiene a S.

Supponiamo senza perdita di generalita che gli A; siano disgiunti, se non lo fossero
basta definire
A=A\ 4
J<i
e considerare la famiglia {A}}. Fissiamo ¢ > 0 e mostriamo che possiamo trovare
un aperto e un compatto che si scostano da | J A4; al massimo di € in misura:

— Compatto) Osserviamo che per la o-additivita

p(JA) =D w4 €R,

sia dunque n € N tale che >
tali che p(K;) > w(4;) —
Poniamo

o M(A;) < 5. Per ogni i consideriamo K; C A;
5~ (che esistono per la regolarita di p sugli A;).

Osserviamo che

da cui

come voluto.

20 almeno, questo & quello che & stato supposto a lezione. Non mi risulta che si sia mostrata questa
implicazione.

60



— Aperto) Per ogni i € N sia G; 2O A; aperto tale che u(G;) < p(A;) + 27 .

Osserviamo che - -
¢=Ja oA

e che

come voluto.

Chiusi appartengono a S) Se K & chiuso (e quindi anche compatto dato che X ¢ com-
patto), banalmente

p(K) = sup{u(G) | G C K, G compatto},
basta quindi mostrare la stima con gli aperti. Poniamo
1
G,={ze X |dz,K) < ﬁ}

Dato che d(-, K) : X — [0,+00) & continua e G,, = (d(-, K))7'([0, 1)) si ha che G,, ¢
aperto. Osserviamo inoltre che G,,+1 C G, e

(oo}
K= () Gn,
n=1
segue che
K) = inf u(G,
wE) = inf p(Gn)
e da questo segue la regolarita dall’alto cercata. O

Corollario 3.44.
Se p ¢ una misura di Borel su RN tale che per ogni K compatto, u(K) ¢ finito allora p
e regolare.

Dimostrazione.

Verifichiamo la definizione di regolarita su A C R” insieme p-misurabile:

Se A e limitato allora e contenuto in un compatto e concludo per il risultato precedente.
Se A non & limitato lo scrivo come unione numerabile di limitati come

L] (0, )Y +6nA

geN
e mi riconduco al caso precedente sfruttando la o-additivita di p. O

Teorema 3.45 (Unicita della misura di Lebesgue).
Sia p una misura di Borel su R™ tale che

w(K) < o0 VK compatto
wWE+z)=p(E) VE € B(R")

allora esiste ¢ > 0 tale che per ogni E € B(R™) si ha
W(E) = cL(E).

Dimostrazione.
Se u([0,1)") = 0 allora usando la o-addittivitd di p e Pinvarianza per traslazione si ha
che p = 0, infatti

RY = [ J0,)Y +6 = w®Y)= > w(o.n)¥ +6 = 0=0.

EezN cezN
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Segue che in questo caso basta porre ¢ = 0 e abbiamo la tesi.
Se invece 11([0,1)") = ¢ # 0 allora la tesi equivale a mostrare che 1/ = £. Supponiamo
allora che ¢ = 1 e mostriamo che u = £, da questo seguira la tesi.

Costruiamo dei “mattoni” compatti che ci permettano di approssimare gli aperti.
Mostriamo che p e £ coincidono sugli aperti e poi sfruttiamo la regolarita di entrambe
per mostrare che coincidono sui boreliani.

Se poniamo
E‘:{(gh 7§N) |§Z 6{071/2} Vle{l, aN}}

allora
N
0. )Y =] ]¢+ [07 ;) = 0,1/ = 5= = 5

£eE

(1]

Reiterando questo ragionamento troviamo
p([0,27™)N) = 27N = £([0,27™)").

Osserviamo ora che se A & aperto allora A si scrive come unione numerabile di cubi
della forma sopra (ragionamento identico a quello fatto per mostrare che gli aperti sono
plurirettangoli numerabili). Dalla o-additivita segue che p e £ coincidono sugli aperti.

Sia ora E boreliano e osserviamo che per la regolarita di £ (3.26) e di p (3.44) si ha
che

p(E) =inf{u(A) | AC E, A aperto} =inf{L(A)| AC E, A aperto} = L(E).
O

Osservazione 3.46 (Approfondimento NON DATO DURANTE IL CORSO).
E in realta possibile mostrare che se F & Lebesgue-misurabile e E appartiene alla o-
algebra di p allora p(E) = L(E).

Dimostrazione.
Se E ¢ misurabile sappiamo che le misure interne e esterne di Lebesgue coincidono su F.
Dato che queste sono definite solo in termini di boreliani, abbiamo che

L(E) =inf{u(G) | G 2 E aperto} = sup{u(K) | K C E compatto}.

Se E & misurabile per p allora necessariamente p(E) = L(E) per monotonia delle misure.
O

3.3 Integrazione in spazi di misura

3.3.1 Funzioni misurabili
Ci piacerebbe dare la seguente

Definizione 3.47 (Funzione misurabile).

Dati (X, o7, u) e (Y,2,v) spazi di misura, affermiamo che una funzione f : X — Y
¢ misurabile se per ogni B € % misurabile si ha che f~!(B) € & era misurabile in
partenza.

Purtroppo si ha che

Osservazione 3.48.
Esiste f : [0,1] — [0,1] continua tale che esiste N C [0, 1] misurabile con f~1(N) NON
¢ misurabile.
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Dimostrazione.
Costruiamo una funzione invertibile che manda un misurabile in un non misurabile.

Sia K(z) la scala di Cantor (continua, debolmente crescente e costante ovunque ec-
cetto che sull’'insieme di Cantor) e consideriamo g(z) = % (la rendiamo strettamen-
te crescente). Osserviamo che I'immagine dell'insieme di Cantor C' tramite K ¢ [0, 1],
dunque [g(C)| > 0.

Poiché |g(C)| > 0, per la proposizione (3.39) esiste R C ¢g(C) non misurabile. Sia
N = g Y(R) N C. Per bigettivita di g sappiamo che g(N) = RN g(C) = R non &
misurabile, ma NV e trascurabile perché sottoinsieme di trascurabile.

Osserviamo allora che, ponendo f(z) = g~!(x) troviamo che f~}(N) = g(N) = R
non e misurabile. O

Diamo allora la seguente definizione specifica per quando consideriamo funzioni a imma-
gine in R™:

Definizione 3.49 (Lebesgue misurabile).

Se (X, ¢/, i) & uno spazio di misura allora f : X — R™ ¢ Lebesgue misurabile se per
ogni B € #B(R") boreliano (NON B € M(R™) come per la definizione generale) si ha che
f~1(B) € #, cio¢ ¢ una funzione che rimanda Boreliani di R™ in misurabili.

Abbiamo dovuto modificare la definizione per Lebesgue in modo da poter includere
classi abbastanza ampie di funzioni nella nostra teoria, per esempio le funzioni continue.

Definizione 3.50 (Funzione boreliana).
Sia £ C R™ di Borel e consideriamo tutti gli spazi muniti della misura di Lebesgue. Si
ha che f : E — R™ & boreliana se per ogni B € 4(R") si ha che f~1(B) € Z(R™).

Osservazione 3.51.

Se la misura su X e di Borel allora f : X — R" boreliana ¢ misurabile. In particolare le
funzioni continue con dominio dotato di misura di Borel sono Lebesgue-misurabili (che
cominceremo a chiamare solo “misurabili”).

Notazione 3.52 (Misurabili a valori in R).
Dato uno spazio di misura (X, &, u) poniamo
M(X,E 1) ={f: X — R misurabili}.
Se non si presentano ambiguita scriveremo M (X) o anche solo M.

Notazione 3.53 (Per quasi ogni).
Se (X, &, p) & uno spazio di misura, con la notazione Vo € X (leggasi “per quasi ogni
x in X”) intendiamo

AN te. pf(N)=0eVz € X\ N,

cioe “per ogni x in X a meno di un insieme trascurabile”.
Un’ulteriore notazione standard per lo stesso concetto ¢ “per q.o. = € X”.

Osservazione 3.54 (Caratterizzazione delle misurabili).
La seguente catena di equivalenze ci fornisce una seconda caratterizzazione per le funzioni
misurabili a valore in R:

fe M(X)
f~(A) misurabile per ogni A C R boreliano
f~(A) misurabile per ogni A C R aperto
f'((a, +o0)) misurabile per ogni a € R
{r e X | f(z) >t} ={f >t} C X ¢ misurabile per ogni ¢t € R.
L’equivalenza tra prendere A boreliano e A aperto deriva dal fatto che gli aperti generano
i boreliani come c-algebra e la controimmagine rispetta unione, intersezione e comple-

mentare, anche arbitrari. L’equivalenza dopo deriva dal fatto che gli aperti della forma
(a,+00) sono una prebase per la topologia euclidea su R.
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Proposizione 3.55 (Proprieta delle misurabili).
Le funzioni misurabili a valori in R godono delle sequenti proprieta:

1. M(X) é uno spazio vettoriale su R
2. Se f,ge Muallora f-geMeflgeM seg(a:)#ngeX

3. Data una successione f, € M abbiamo che
sup fn € M, inf f,, € M, limsup f,, € M, liminf f,, € M.
In particolare se f,(x) — f(x) per quasi ogni x € X abbiamo che f € M.

Dimostrazione.
1)

{(f+g>ty=JUr>anfg>t—q})
q€Q
_JAf>t/A} seA>0
{)\f>t}_{{f<t/)\} se A< 0

e tutti gli insiemi dei membri di destra sono misurabili perché manipolazioni permesse
di misurabili.
2) Osserviamo prima che f? & misurabile, infatti

set<0

2 )X
Y >t}_{{f>\/i}u{f<—x/%} set>0

Osserviamo ora che

quindi i prodotti sono misurabili. Per concludere dobbiamo mostrare che f misurabile
implica 1/f misurabile (se il suo luogo di zeri & trascurabile)

{1/f >t ={f <1/t}.

3) Sappiamo che lim inf e lim sup si possono definire in termini di sup e inf, concentriamoci
allora solo su questi:

{sup fo >t} = | J{fn > 1}

n=1
Concludiamo osservando che inf f,, = —sup(—f,). O
Osservazione 3.56.
L’ultima proprieta & una innovazione, infatti ora basta una condizione di convergen-

za puntuale per avere un limite “integrabile” mentre per Riemann era necessaria una
convergenza uniforme.

3.3.2 Integrale di Lebesgue

Ricordiamo la

Definizione 3.57 (Funzione caratteristica).
Dato un insieme X e un suo sottoinsieme E la funzione caratteristica (o indicatrice)
di E & definita come

xe(z) =

1 sexeF
0 altrimentt
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Definizione 3.58 (Funzione semplice).
Sia (X, &, u) uno spazio di misura. Affermiamo che s : X — R ¢ semplice se esistono
Ei,--- ,Epefcon E;NE;=0peri#jecy, - ,c, €R tali che

n
5= E CkXEy-
k=1

Intuitivamente le funzioni semplici sono “a scalini” e costanti su insiemi misurabili.

Il motivo per cui abbiamo introdotto le funzioni semplici € perché ci permettono di
approssimare le funzioni misurabili e per questo saranno fondamentali per la definizione
di integrale.

Proposizione 3.59 (Decomposizione Misurabili in semplici).
Data f € M(X), se f > 0 allora esiste una successione s, di funzioni semplici con
Snt+1 = Sp > 0 tale che

lims,(z) = f(z) VzeX.

Dimostrazione.
Per 1 <4 < n2™ poniamo

Sp = Z : 2n1XEn,i + nX{f>n}-
Intuitivamente abbiamo diviso [0,n] in n2™ pezzi e individuato gli insiemi in X dove
la funzione ha valore in questi pezzi. Abbiamo quindi definito s,, come la funzione che
nell’i-esimo pezzo assume il valore costante piu basso che f assume nello stesso pezzo,
mentre nell'insieme dove f supera n abbiamo definito s, costante (come se avessimo
“tagliato” la parte di grafico oltre X x [0, n]).

Chiaramente per n — oo si ha s,(z) — f(x) per ogni = dato che prima o poi f(x)
sard minore di n e oltre quel punto la differenza tra f(x) e s,(z) & minore di 1/2". O

Osservazione 3.60 (La convergenza delle semplici € uniforme).
Se f e limitata allora s,, — f uniformemente, infatti

0 < f(x) —sp(z) < zin + max{0,sup f —n} — 0.
e

non dipende da x

Osservazione 3.61.
Se f non & non negativa osserviamo che f = f* — f~ con f* e f~ positive, applicando
dunque quanto detto a f* e f~ troviamo s, semplici con s, (z) — f(x) per ogni z € X.

Siamo finalmente pronti per dare la seguente

Definizione 3.62 (Integrale di Lebesgue).
Sia (X, &, ) uno spazio di misura e sia f € M(X).

N
e Se f= E ciXE, ¢ semplice e non negativa poniamo
i=1

N
/ fdu = ZCZ,U,(EZ)
X i=1
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e Se f e non negativa poniamo

/ fdp = sup {/ sdp ’ 0<s<f, s semplice}
X X

e Se f=ft—f" con ft e f~ non negative poniamo

/deu:/xﬁdu—/xf*du,

ammesso che non si presenti il simbolo (+00) — (+00) al membro di destra. Se
questo dovesse essere il caso l'integrale di f non ¢ definito.

Definizione 3.63 (Integrabilita).
Una funzione f € M ¢ detta integrabile se

/f*,/f‘eR.

Proposizione 3.64 (Proprieta delle integrabili).
Siano f,g € M tali che lintegrale é ben definito. Si ha che

1. lintegrale ¢ lineare, cioé

/f+g:/f+/g, /cf:c/f Vee R

2. Uintegrale & monotono, cioé se f < g per ogni x € X allora [ f < [g

3. se esistono a,b € R tali che a < f < b per ogni x allora

ap(X) < / f < bu(X)

A=l e g fo

5. se A € £ ¢ misurabile allora é ben definito

/Af:/XXAf

f

N

6. se N € £ ¢ trascurabile allora

Osservazione 3.65.
f ¢ integrabile se e solo se |f| ¢ integrabile.

Definizione 3.66 (Funzioni integrabili).
Definiamo lo spazio delle funzioni integrabili con dominio in X come

LX) ={f: X — R integrabili}.
In realta vedremo che uno spazio che meglio cattura I’essenza di funzione integrabile &
1
L) = £ X dove f g = p({f # g}) =0

cioe identifichiamo funzioni che differiscono su un insieme trascurabile.
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Osservazione 3.67.
L1(X) & uno spazio vettoriale per quanto detto.

Concludiamo la sezione introducendo una proprieta abbastanza utile:

Proposizione 3.68 (Integrali nulli).
Sia f € M(X) non negativa e supponiamo che fX fdu =0, allora

p({f >0}) =0.

Dimostrazione.

Per le proprieta delle funzioni misurabili {f > a} € un insieme misurabile per ogni a € R
(3.55). Supponiamo per assurdo che p({f > 0}) > 0.

Consideriamo la successione F,, = { f> %} al variare di n € N. Osserviamo che E,, C
E,i1 eche U~ E, = {f > 0}. Segue dunque per la monotonia delle misure (3.7) che

lim g (E,) = p({f > 0}) >0,

dunque esiste n € N tale che p(FE,) > 0. La contraddizione segue della seguente catena
di disuguaglianze:

1 1
0< —pu(Ey) = —dp < dp < dp = 0.
- n'u( ) /{f>}1} n /{f>;}f 8 /{f>0}f 8

Osservazione 3.69.
Combinando la proposizione sopra con il punto 6 di (3.64) troviamo quanto segue:
Se f > 0 & misurabile allora

u({f>0})=0<=>/xfdu=0-

3.3.3 Teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale

Proposizione 3.70 (L’integrale definisce una misura).
Sia f € M(X,E, ) con f>0. Allora

v(E) = /E fdu

e una misura su X con o-algebra €.

Dimostrazione.
Dobbiamo verificare che v & g-additiva, cioe che per F,, € & disgiunti, v(J E;) = >_ v(E;).
Osserviamo che se f € una funzione caratteristica, cioe f = x4 con A € &, allora

v(E) = p(ENA),

da cui )
vUEB) = B0 )" "= Y (B0 A) = 3 v(E).

Per linearita dell’integrale e delle somme abbiamo che la tesi vale se f & semplice.
Osserviamo ora che se 0 < s < f con s semplice allora

[o=X [ s<X [ r=FuE

Dato che la relazione vale per ogni 0 < s < f semplice, e dato che per un opportuna
scelta di semplici posso convergere a f quasi ovunque, si deve avere che

u(E)z/Efzsgp/EssZmEi).
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Mostriamo ora ’altra disuguaglianza. Mostriamolo prima per una bipartizione qualsiasi:
da questa discendera il caso per una unione finita e da quello il caso generale.

Siano allora A, B € £ due insiemi disgiunti e fissiamo £ > 0. Sappiamo che possiamo
trovare s4 e sg semplici tali che

£ g
SAZ/f—*y /SBZ/f_*a f>sal,+sB|,=s,
Joaz[1=5 [ o= [ 13 a+ 550,

fzs

v(AUB) = f 2/ 5A|, T 5B|,
AUB AUB M0 — ———

da cui

caso semplici

v(A)+v(B) —e.
semplice

Passando al limite € — 0 troviamo v(A U B) > v(A) + v(B) come cercato.
Osserviamo ora che

f>0 N reitera quanto sopra
vE)= [ > / f=v|E > > u(E).
E UL, B: i=1 i=1
Dato che questa disuguaglianza vale per ogni N abbiamo passando al sup che

v(E) =Y v(E;).

o)
i=1

Corollario 3.71 (Convergenza dell’integrale per successione monotona di domini).
Dati E,, € € con E, C E,41 e data f € M non negativa si ha che

/UEnleim/Enf.

Similmente per B, O E,+1 con on f € R troviamo

/ f=Ilim / f
ﬂ Ey E,
Dimostrazione.

Definita la misura v come nella proposizione (3.70) basta applicare (3.7) O

Teorema 3.72 (Convergenza monotona / Beppo-Levi).
Sia {fn} € M una successione di funzioni misurabili tale che 0 < f, < fo41 € sia
f(z) =lim f,(z) = sup fn(x). Allora

[g=tim [ fo=suw [ 1.
X X X
Dimostrazione.

Ricordiamo che una f cosi definita € misurabile e non negativa, quindi il suo integrale
¢ ben definito. Dal fatto che f > f, segue immediatamente che [ f > [ f,, dobbiamo
quindi mostrare che [ f <lim [ f,.

Sia 0 < s < f una funzione semplice e sia € > 0. Poniamo

En = {fn > (]- *5)3} - En+1-

Osserviamo che X = |J E,, infatti per ogni € X si ha che s(z) < f(z) = lim f, (),
quindi o f(z) =0, da cui f,(z) =0 e x € E, per ogni n oppure

(I—-¢e)s(z) < flx) = (1 —¢)s(z) < fn(x) definitiv. = z € E,, definitiv. .
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Osserviamo quindi che definitivamente

/anZ/EnfnZ/En(1—€)8=(1—6)/Ens7

lim/ fn > (l—e)hm/ g =X (1—5)/ s.
X En, X

Prendendo il limite per € — 0 troviamo

1im/an2/Xs

e prendendo il sup nelle semplici troviamo

lanzAf

come voluto. O

dunque

Corollario 3.73 (Scambiare serie e integrali).
Se fn, € M con f, >0 allora

fgeshe

Dimostrazione.
Calcoliamo

N N

Ai‘fn:/xs}tpﬁ;fn Beppo Levi Sgp/Xanzstjpr/anzi::/an.

n n

Lemma 3.74 (Lemma di Fatou).
Sia fn, € M con fp, >0 e poniamo f(x) = liminf f,(z). Allora vale che

/ f:/ liminf f, Sliminf/ fn-
X X X
Dimostrazione.

Sia gn(z) = infg>y frx(z) < gnya1(z), da cui g,(z) < fo(z). Osserviamo che f(z) =
lim g,, (z) = sup gn(x). Per il teorema di Convergenza monotona / Beppo-Levi

/f:lim/gn:liminf/gn §liminf/fn.
O

Osservazione 3.75.
Non ¢ detto che f lim f,, = lim f fn, per esempio si considerino le successioni di funzioni

1 n

X[n,n+1],  TX(0,1] Tn2+ a2

In tutti questi casi si ha che per ogni # € R, lim f,(z) = 0 ma [, f, = 1 per ogni n,
quindi lim [ f, = 1.

Teorema 3.76 (Convergenza dominata / Lebesgue).
Siano f, € M e sia g € M tale che g >0 e fX g € R. Supponiamo inoltre che
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1. |ful < g perognin e
2. quasi ovunque esiste il limite f(z) = lim f,(x).
Allora
tim [ |~ fldn =0

Dimostrazione.
Dato che |f,| < g per ogni n si ha che |f] < g, da cui |f, — f| < 2g per disuguaglianza
triangolare. Osserviamo che

Fatou

[ 20= [ tmeo =15~ 1) = [ timintg £, ) "<
gmﬁé@—m—ﬂz

:/ 2g—limsup/ [fn — fl,
X X

iimsup [ [f, - 1] <0.
X

Per concludere osserviamo che poiché |f, — f| > 0 si ha [ < |fn = f1 =0, da cui

quindi?

finizione

er de
oghminf/ | fn = fl L limsup/ |fn = fI <0,
X X

dunque il limite in questione esiste e vale 0. O

Osservazione 3.77 (Se vale convergenza dominata possiamo scambiare limite e integrale).
Se siamo nelle ipotesi di Convergenza dominata / Lebesgue

oﬂ/n—/ﬂ—/n—ﬂ</m—ﬂ+m

quindi in questo caso
/ f=1lim / fn

La convergenza dominata ci permette di scambiare limiti con integrali.

Proposizione 3.78 (Integrali e convergenza uniforme)
Siano f, € M. Se f, — [ uniformemente e u(X) € R allora

M/nw /Mu
Dimostrazione.

Per definizione di convergenza uniforme, per ogni € > 0 esiste N € N tale che per ogni
n > N si ha che
|fulz) — f(z)| <e  VzeX.

Sappiamo dunque che definitivamente

[ s [ ] < [ 1)~ g1 dn < [ cn=en6) 30

Osservazione 3.79.
Quando doteremo L' della struttura di Spazio di Banach definiremo la norma come

Is1= 17

Abbiamo quindi dato un criterio per trovare successioni convergenti in L'.

3stiamo usando il fatto che fX g & un numero reale!
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3.3.4 Misure prodotto

Definizione 3.80 (o-algebra prodotto).

Siano A e D o-algebre su X e Y rispettivamente. Definiamo la o-algebra prodotto
A ® D come la g-algebra su X x Y generata dai “rettangoli” F x F con E € A F € D,
cioe la pit piccola o-algebra che contiene i rettangoli.

Definizione 3.81 (Misura prodotto).
Se (X, A,u) e (Y,D,v) sono spazi di misura, affermiamo che p x v ¢ una misura
prodotto di p e v se & definita su A ® D e per ogni E € A, F € D abbiamo

uXv(ExF)=u(E)v(F).

Proposizione 3.82.
Una misura prodotto esiste.

Dimostrazione.
Abbozziamo un procedimento tramite il quale possiamo definirla.
Definiamo una sorta di plurirettangolo

G=|JE xF cmE c€AF eDei#tj = (EixF)N(E;xF)=0
=1

e poniamo .
(1 x v(G)) =D u(E)v(F).
i=1
Poniamo ora per ogni £ C X xY
(uxv)"(E) =inf {u x v(G)| E C G con G come sopra} .

E possibile mostrare che (1 x v)* & una misura esterna, quindi con il Teorema di Ca-
rathéodory troviamo una c-algebra 9t dei misurabili tale che (u x V)*|zm € una misura
completa.

Per completare la dimostrazione bastera osservare che

ARDCMe (uxv) (ExXF)=puE)(F).

Osservazione 3.83.
La mappa

(X V)| o

¢ la misura prodotto massimale, inoltre & anche I'unica misura prodotto se u € v sono
o-finite.

Esempio 3.84 (Caso con misura prodotto non unica).
Se X = ([0,1],9([0,1]),£) e Y = ([0, 1], £([0,1]),v) dove per F' CY poniamo v(F) =
4F.

Osserviamo che X x Y = [0,1]% e M([0,1]) ® £([0,1]). Vediamo che non abbiamo
una unica misura prodotto dato che per quasi ogni elemento di 9([0, 1]) ® £([0,1]) vale
+o0.

Osservazione 3.85.
In generale A@ D C M e (u % 1/)*|A®D non & completa.
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Esempio 3.86 (Prodotto di misure di Lebesgue).
Consideriamo il prodotto di misure di Lebesgue. Osserviamo che

M(R") ® MR™) C MR™™),

per esempio se V' C R™ & non misurabile limitato (senza perdita di generalita contenuto
in [-M,M]") e F C R™ & trascurabile allora V x F € 9M(R"*™) (perché contenuto
in trascurabile, cioe [-M,M|" x F) ma V x F' ¢ 9MM(R™) @ M(R™) per un risultato
che mostreremo tra poco sulle sezioni (se V' x F' fosse nel prodotto allora le sue sezioni
fissando un elemento di F, le quali sono V stesso, dovrebbero appartenere a 9(R™), che
contraddice le ipotesi).

3.3.5 Sezioni e Fubini-Tonelli

Definizione 3.87 (Sezioni).
Sia E C X x Y. Definiamo le sezioni come insiemi di questo tipo:

perz € X E,={y|(z,y) e E}=ay(ENn({z}xY))CY
peryeY EV={x]|(z,y) e E} =mx(EN(X x{y})) C X

Se f: X xY — R definiamo le sezioni della funzione come

Yy — R X — R

, f?l

ety s fay) C e o flay)

Proposizione 3.88 (Sezioni di misurabile in A ® D sono misurabili).
Se E € AR D allora E, € D per ogni z € X e EY € A per ogniy € Y.

Dimostrazione.
Sia
& ={FE C X xY | le sezioni si comportano come nella tesi}

Osserviamo che se E€ Ae FEDallora Ex F e €. E possibile mostrare che £ & una
o-algebra, quindi mettendo insieme questi fatti

ARDCE.

Proposizione 3.89 (Sezioni di funzioni misurabili su A ® D sono misurabili).
Sia f e M(X xY,AQ D, u xv), allora

Vo e X fo € M(Y,D,v)

Yyey [ e M(X, A )

Dimostrazione.
Osserviamo che per ogni I € B(R) e Va € X abbiamo

1) = 11, €D,

dove l'ultima appartenenza deriva dalla proposizione precedente. Per ’altra funzione
sezione abbiamo un ragionamento analogo. O

Osservazione 3.90.
Se (X x Y, 9, u x v) & un completamento di (X XY, AR D, u x v) allora le proposizioni

precedenti valgono ancora se sostituiamo i “V ” con dei “ V7, cioe per quasi ogni x € X
le sezioni sono misurabili in D e cosi via.

Osservazione 3.91.
Non vale il viceversa, cioe puo esistere £ C X x Y non misurabile con sezioni misurabili.
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Esempio 3.92 (Insieme non misurabile con sezioni misurabili).

OMESSO*.

Vorremmo capire come scrivere p x v(E) in termini di u(EY) e v(Ey).

Proposizione 3.93 (Fubini-Tonelli debole).
Siano p,v misura o-finite e sia E € A® D, allora

1. la funzione x — v(E,) é misurabile in (X, A, p),

2. la funzione y — p(EY) é misurabile in (Y,D,v) e

3.,u><1/(E):/

XV(EI)dp :/ w(EY)dv.

Y

Dimostrazione.

Basta verificare che gli insiemi che verificano le tre proprieta (chiamo l'insieme di que-
sti insiemi &) sono una o-algebra che contiene i rettangoli. Diamo un abbozzo della
dimostrazione. I punti principali da mostrare sono:

e & contiene i rettangoli (le sezioni sono costanti e concludo per definizione di misura
prodotto)

e per linearita le unioni e intersezioni finite di rettangoli appartengono ad £

e per Convergenza monotona / Beppo-Levi, £ & stabile per unioni numerabili cre-
scenti

e usando la o-finitezza mostriamo che £ & stabile per complementare, e per il punto
sopra ¢ dunque stabile per intersezioni numerabili decrescenti

e mostriamo in astratto che un insieme che rispetta le tre proprieta precedenti (detto
classe monotona) che contiene ) ¢ X x Y ¢ una o-algebra.

O

Esempio 3.94.

Se non abbiamo la o-finitezza allora la proposizione non vale. Consideriamo X =Y =
[0,1) con p = L e v(E) = #E (quest’ultima non & o-finita). Consideriamo ora D
{(z,2) | © € [0,1]} la diagonale di X x Y. Osserviamo che

1 1 1 1
/ v(Dg)dL = / dL=1>0= / 0dv = / L(DY)dv.
0 0 0 0

Osserviamo inoltre che

(£ x )" (D) = +o0,

infatti quasi tutti i rettangoli hanno misura infinita, I’'unico modo per avere misura finita
sarebbe costruire D come unione di singoli punti, ma questo richiederebbe fare una unione
piu che numerabile.

Teorema 3.95 (Teorema di Fubini-Tonelli).

Siano (X, A, u) e (Y,D,v) spazi di misura o-finiti e consideriamo (l’unico) spazio pro-
dotto (X x Y, A® D, u x v). Valgono i sequenti risultati:

Tonelli) Se f € M(X xY) é tale che f > 0 allora per ogni x € X, y € Y abbiamo che
le sequenti sono misurabili

for I wH/yfx, yH/Xfy,

4E stato dato un esempio che sfrutta l'ipotesi del continuo.
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inoltre vale

/Xxyfduxu //fmdvdu //fyd,udu

Fubini) Se f € LY(X x Y) allora per quasi ogni x € X, y € Y abbiamo che le sequenti
sono misurabili

for 1Y, IH/fo, yH/Xfy,

/ fd(pxv) = //fwdudu //fyd,udu
XY
Dimostrazione.

Tonelli) Verifichiamo la tesi con ipotesi sempre meno restrittive su f:

Se f = xg allora osserviamo che f, = xg, € fY = xgv, dunque la tesi ¢ data dalla
proposizione precedente.

Se f & semplice, per linearita dell’integrale ci riconduciamo al caso precedente.

Se f € M sappiamo che esiste una successione s,, di funzioni semplici tali che 0 < s,, < f,
Spn < Sp41 € sup s, = f. Osserviamo che

sup(sn)e = fz,  sup(sn)’ = fY,

dunque applicando Convergenza monotona / Beppo-Levi abbiamo la tesi dal caso prece-
dente.

inoltre vale

Fubini) Scriviamo f = fT — f~. Osserviamo che f, = f — f; e similmente per f¥,
dunque per linearita dell’integrale e il punto precedente abbiamo la tesi. O

Osservazione 3.96 (Criterio di integrabilita).
Per controllare se f € M(X x Y) appartiene a L'(X x Y) dobbiamo verificare che
Jxwy [fl € R. Per il Teorema di Fubini-Tonelli basta verificare che uno tra i seguenti sia

finito
[ [ vavan, [ [ \rpaua
xJy Yy Jx
Osservazione 3.97.

Il teorema vale anche sostituendo A ® D con M tale che AQD C Me (X xY, M, uxv)
spazio prodotto completo.

Osservazione 3.98.
Quando consideriamo integrali su (R™, M(R™), L) possiamo reiterare n volte il Teorema
di Fubini-Tonelli per scomporre l'integrale sulle n variabili

/Rnfdﬁz/R/R“'/Rf(xlw-7xn)dm1---dxn,1dxn.

Proposizione 3.99 (Interpretazione geometrica).
Una funzione e misurabile se e solo se il suo sottografico lo é, cioé

J e ME™ L) < Sy = {(e,y) € R | y < f(x)} € ME"),

Inoltre, se f >0, si ha che

f=L(S; AR x [0, +00)),
R?‘L

cioe l'integrale coincide con la misura del volume compreso tra il sottografico e lo spazio
dominio.
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Dimostrazione.
Ricordiamo (3.54) che f € M(R"™) se e solo se per ogni t € R

Sy {y =t} ={f >t} e ME")

<= ) Supponiamo che S sia misurabile. Osservo allora che { f > ¢} misurabile per quasi
ogni t in quanto sezione di Sy (3.88). Osserviamo pero che prendendo una successione
monotona t, > t,+1 tale che ¢, — ¢ di punti tali che {f > ¢, } & misurabile si ha che

{f >ty =i > tal,

quindi {f > t} & misurabile per ogni t. Per quanto detto questo mostra f € M(R").
= ) Supponiamo ora che f € M(R"™). Sia s, < $p+1 una successione di funzioni
semplici tale che f = sups,. Osserviamo che Sy = J,, Ss,, quindi se ogni sottografico
di funzioni semplici ¢ misurabile allora anche Sy lo ¢ in quanto unione numerabile di
misurabili (i misurabili sono una c-algebra).

Sia allora s semplice e scriviamo

N
5§ = Z cixp, con F; € M(R™) disgiunti.

i=1
Osserviamo che

N
Se=|JEi x (-00,¢),
i=1

cioe i sottografici di funzioni semplici sono unione finita di misurabili e questo conclude.

f >0) Osservo che se s & semplice e s > 0 allora

N

N N
/s_zymwn_ipwmm@»_EOJ&xm@>_a&mme+@y
R i=1 i=1

i=1

Se f € M(R™) e f > 0 allora scrivo f = sups, con s, semplici come abbiamo gia
fatto piu volte. Usando il fatto che la tesi vale per le semplici concludiamo applicando
Convergenza monotona / Beppo-Levi al membro sinistro e la o-additivita della misura
di Lebesgue al membro destro. O

Osservazione 3.100.
Consci di questo risultato avremmo potuto definire equivalentemente per f > 0

f=L(S; NR™ x [0, +00)).
R’n

3.3.6 Operatori di composizione

Definizione 3.101 (Funzioni di Carathéodory).
Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Una funzione f : X xR — R si dice di Carathéodory
se

1. f(x,-) & continua per quasi ogni x € X,

2. f(-,t) & misurabile per ogni t € R.

5Pin formalmente dovremmo proiettare Sf N {y = t} sulle prime n entrate.
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Osservazione 3.102.
Se {uy} ¢ una successione in L'(X) tale che ux — u in L'(X) allora esistono ny e g > 0
con g € L'(X) tali che

Vz € X, Un,, () = u(x)

Vo€ X, |un,(x)| < g(a).
Proposizione 3.103.
Sia f : X xR — R una funzione di Carathéodory tale che esistono C' > 0 e h > 0
misurabile tale che fX h € R tali che
|f(@, )| < h(z) + Clt].
Allora
1. per ogni u € M(X), la funzione

R

) X —
TW: o faule)

e misurabile e

2. T: L' = L' continua per successioni.

Dimostrazione.
1) Se u =) ¢ixp, ¢ semplice allora per verifica diretta

f(x’u) = Zf(x7cl)XEb(x)7

e questa ¢ misurabile perché prodotto e somma finiti di misurabili.® Per il caso generale
costruiamo s,, semplici tali che s, — u puntualmente. Segue dalla continuita di f(zx,-)
che per quasi ogni z € X

f(@,sn(x)) = f(z,u(z)).
In quanto limite puntuale di misurabili si ha che f(x,u(x)) ¢ misurabile (3.55)
2) buona definizione) Osserviamo che se u € L! allora T'(u) € L!, infatti

IT ()l = /X (@, u())] < /X hotC /X W €R
<~ ——

€R per hyp. €R perché ueL!

Convergenza con continuita) Sia u, una successione tale che u,, — u in L'. Vogliamo

mostrare che T(ug) — T(u) in L'(X). Osserviamo che possiamo estrarre una sottosuc-
cessione tale che Vo € X si ha u,, (z) — u(z) e |u,,| < g con g € L' (e quindi tale che
[ g € R). Segue che per quasi ogni z € X
flz,un, () = flz,u(z)).
Dato che
[f (@, un, (2))] < h(z) + Cg(2)

si ha per il Teorema di Convergenza dominata / Lebesgue che

1T (uny ) = T(w)l| L2 = /X |f (@, un, (7)) = f (2, u(z))] =0,

cioe T(up, ) — T(u) in L. Segue allora che T'(u,) — T (u), infatti: Siccome u,, — u, per
h > ny si ha definitivamente che per quasi ogni x € X
(@, un () = f (@, u(@)] < [f (@, un, (2)) = f2,u(z))] =
= T(un) = T(w)|| < T (uny) = T(u)-
O

Sper dire che f(z,c;) & misurabile abbiamo usato I'ipotesi che f fosse Carathéodory, in particolare
abbiamo usato f(-,t) misurabile per ogni t € R. Se fosse stato solo per quasi ogni non avremmo potuto
concludere.
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3.3.7 Teorema del cambio di variabile

In questa sezione proveremo a rispondere alle seguenti domande:
Data ®: Q — R" con ® € C! (©) e considerato E' C Q misurabile secondo Lebesgue

1. ®(FE) & misurabile?
2. Se si, posso stimare |®(E)|?

Proposizione 3.104 (Caso lineare).
Sia @ : Q — R™ definita come

®(z) =Lz con L € M(n,R).
Si ha che
1. det L=0 = |®(E)| =0.
2. det L #0 = |®(F)| = |det L||E|.

Dimostrazione.

1) Da det L = 0 segue che dimImm L < n. In questo caso Imm L ¢ un sottospazio
vettoriale proprio di R™, quindi [Imm L| = 0. Dato che ®(F) C Imm L si deve avere che
|®(E)| = 0.

2) Osserviamo che per ogni K compatto e A aperto, ®(K) e ®(A) sono rispettivamente
compatto e aperto, il primo segue per continuita e il secondo dal fatto che le lineari
mandano una base della topologia euclidea (cubi aperti) in un’altra base (parallelepipedi
aperti della stessa dimensione). Segue che ®(F) & misurabile per regolarita della misura
di Lebesgue (3.26).

Siccome la misura di Lebesgue € invariante per traslazione la forma di £ non é rilevante,
quindi

B(E)| = e(L)|E| dove o(L) = ([0, 1]")]

Resta da mostrare che ¢(L) = | det L|. La tesi segue dai seguenti passi:

¢(LT) = ¢(L)e(T) (segue dal fatto che |®(E)| = ¢(L)|E|)

Se L ¢ ortogonale sappiamo che si pud decomporre in riflessioni, dunque ¢(L) = 1.

e Se L e diagonale con entrate A1, -, A, allora

n

®([0,1]") = [Jl0,x] = [@((0,1]")] = HIMI = [det L|

i=1

Se L & una matrice qualunque sappiamo che L = ADB con D diagonale e A, B
ortogonali. Segue che

¢(L) = |det L| = | det D| = ¢(D).
O

Dimostrazione alternativa di ¢(L) = | det L.
Se L = (v1]vg] - - - [un) osserviamo che possiamo sostituire L con una matrice L che ha lo
stesso determinante ma ha le colonne ortogonali. A quel punto ¢ semplice verificare la
tesi. _

Per costruire L procediamo iterativamente: consideriamo il piano generato da vy e vy
e sostituiamo vy con la sua proiezione sulla retta ortogonale a vy (che chiamiamo v}). In
questa proiezione abbiamo trasformato un parallelogramma in un rettangolo con stessa
base e stessa altezza (e quindi stessa area), mentre le altre dimensioni sono state lasciate
invariate. Consideriamo ora lo spazio generato da v, v} e vs. Sostituiamo vz con la sua
proiezione sulla retta ortogonale al piano vy, v} e come prima abbiamo la stessa area ma
con vy, vh e v} ortogonali. Reiterando trovo L. O
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Osservazione 3.105 (Moduli di continuita).

Ricordiamo che un modulo di continuita & una funzione monotona crescente w :
[0, +00] — [0, +00] continua in 0 e tale che w(0) = 0.

Una funzione f ammette modulo di continuita se

[f (@) = f(y)] <w(lz —y)).

E possibile mostrare che f ammette modulo di continuita se e solo se f & uniforme-
mente continua. E possibile verificare che la seguente definizione fornisce un modulo di
continuitd (detto modulo di continuita ottimale)
w(t) = max |[f(x)— f(y)l
|z—y|<t
Definizione 3.106 (Insieme F-sigma).

Affermiamo che K ¢ F-sigma (e scriviamo K € F,) se & possibile scrivere K come
unione numerabile di compatti.

Lemma 3.107.
Se @ : Q — R™ ¢ diffeomorfismo di classe C*, allora per ogni compatto K e per ogni
e > 0 esiste o tale che per ogni r € (0,79) e per ogni xg € K

(Qr(70)) € Fuo (Qu4eyr(%0)),
dove
Fpo(x) = ®(x0) + DP(x0)(x — x0)  troncamento di Taylor
e

n

Qrta) = T [(wo)s = 5 (wo)i + 5] = {we B

|z — zol|oo < g} cubo centrato in xg

Dimostrazione.
Definiamo l'insieme

M={zeQ|dx(z,K) <e}, dove ricordiamo du(z, K) = 121f< |7 — ylloo-
y

Sappiamo che doo (-, K) € continua per l'equivalenza delle norme su R™ (1.57), quindi
M & chiuso (controimmagine di [0,¢]) e limitato (K & limitato e questi sono i punti che
si allontanano da K al massimo di una quantita fissata), segue che M & compatto. In
particolare ®(M) & compatto e dunque D®~1(P(M)) & limitato, per esempio da B, (0, C)
con C > 0.

Consideriamo ora y € ®(Q, (o)) con un certo r > 0 e definiamo z € Q. (z¢), ' € K
tali che ®(z) =y = F,,(2'). Siha che

2 = 2'||oc =D (0) " DR(0) (2 — )||00 <
DD (20) oo [DR(20) (2 — 2") ][00 <
<C|De(x0)(x — z') + P(20) — P(20)]| 00 =
=C||Fpy () = Fip(2)]| oo =
=C||Fyy (7) — @(2)]|co-

Studiamo 1'ultimo termine:

Lagrange

[®(z) — (Fuo)(2) ][00 =[|(2z) — 2(z0) — DP(z0)(2z — 20)||loc =
=[(D2(§) — DL(z0))(z — 20)[loc <
<[[D2(£) — DP(wo)l|ool| — Tolloo <
<rw(r),
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dove w(r) ¢ il modulo di continuita ottimale di D® come mappa da R™ a M(n,R), che
esiste per il Teorema di Heine-Cantor in quanto D® ¢ continua e stiamo lavorando su un
compatto.

Combinando questo con quanto avevamo trovato prima si ha che

l2 = 2'lloc < C|[F () = @(2)]|oe < Crw(r),
osserviamo dunque che scegliendo rg tale che w(rg) < €/C allora si ha
lz — 2| < 78,

e dato che z € Q,(xo) questo implica che 2’ € Q14c),(x0), quindi y = F, (2) €
Foo (Q(144)r(x0)) come volevamo. 0

Lemma 3.108.
Se ® : Q — R"™ ¢ diffeomorfismo di classe C' e per una norma di matrici vale | D®(z)|| <
C per ogni x, allora

1. se E C Q ¢ misurabile allora ®(E) ¢ misurabile e
2 (0(E)| < [ |ala)ide
E

Dimostrazione.
Misurabili in misurabili) Osserviamo che per ogni r e per ogni z si ha

®(B(z0,7)) ={®(v) | [v —mo| <7} =
={®(x0) + DP(&)(v — x0) | [v — x0| <7, § € [v,20]} C
Clw | |w — B(xo)| < Cr} = B(®(x0), Cr).

Segue dunque che se |[N| = 0 allora |®(N)| = 0, infatti se copro N con insieme di misura
g, copro ®(N) con uno di misura Ce, ma per € — 0 entrambe le misure vanno a zero.

Per continuita di ® sappiamo che se K & compatto allora ®(K) & compatto. Da
questo segue se K € F, allora ®(K) € F, in quanto ® rispetta le unioni.

Osserviamo che i plurirettangoli numerabili sono unioni numerabili di compatti, quin-
di gli aperti sono insiemi F,. Segue dunque che se B & boreliano, ®(B) & boreliano. Per
la regolarita della misura di Lebesgue (3.26) e la continuitd di ® questo mostra che ®
manda misurabili in misurabili.

Stima_della misura) Consideriamo il caso di un cubo. Osserviamo che possiamo decom-
porre un cubo in unione finita disgiunta (se non per insiemi di misura nulla) di cubi di lato
arbitrariamente piccolo. Supponiamo quindi che il nostro cubo sia piccolo abbastanza
da rispettare la tesi del lemma precedente, cioe

©(Qr(20)) C Fuo (Qr+e)r(20))

con zg e £ > 0 fissati. Passando alle misure si ha

[©(Qr(20))| <IFuo (Qurepe(w0))| B | g (w0) (1 + &) =

1+ [ alao)lde =
QT(xo)

=(1+6)"/Q( )\Jé(x)lJr( [Jo(20)| = [Ja(z)| )<

<e per 79 abbastanza piccolo

§(1+€)"/ |Jo(z)|dx +e(1 +&)"r".
QT(‘"L’O)

Consideriamo ora E C K con K compatto esprimibile come unione di cubi di lato
minore di 79 (con la notazione del lemma precedente). Esplicitamente F = |J Q; con Q;
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cubi tali che Q; = Qr,(z;) per r; <rg e x; € K e |Q; NQ;| =0 per ¢ # j. Dal risultato
di sopra segue che

B(E)| < (1+2)" /E o (2)|dz + (i + )" B

Sia ora A aperto. Sappiamo che A = |JFE; con E,, C E, 11 e E, unione numerabile
di cubi. Con metodi analoghi

|2(4)] < (1 +5)”/ |[Jo(2)|dz + e(1 +€)"[A].
A
Consideriamo ora E misurabile con |E| € R e sia E C A con |A| < |E|+e.
[(E)| <|®(4)] < (1 +6)"/ |Jo(2)|dz + e(|E| +e)(1+ )" <
A

<(1+ e)“/E o (2)|dz + || Jollcce(1 + €)™ + e(|E| + €)(1 + &)™

e trovo la tesi per € — 0. O

Corollario 3.109.
Se f:R™ — R é misurabile e f > 0 allora

[ i< [eolnl
() Q
Dimostrazione.

Se f = Xao(p) allora f o ® = xg, dunque la tesi vale osservando che

A(m Yo = |B(E)| e /Q<><q><E) 0 ®)|Jy| = /QxEucp(xn - /E|Jq><x>|.

Se f e semplice vale per linearita e se f € una misurabile non negativa generale basta
approssimarla con semplici nel modo noto e passare al sup a entrambi i membri. O

Corollario 3.110 (Lemma di Sard).
Se @ : Q — R"™ ¢ di classe C* e Z = {x | Jp(x) = 0} allora

B(2)| < /X Ja ()| = 0.

Teorema 3.111 (Teorema del Cambio di variabile).
Sia ® : Q = R"™ con ® € C' iniettiva, allora

1. se E C Q é misurabile allora ®(E) é misurabile e

|D(E)| :/ |Jg(z)|dx  dove Jp = det(DP) ¢é lo Jacobiano
E

2. Se f:R™ = R ¢ misurabile con f >0 o f € L*(Q) allora
[ty = [ (Fo)@)lo(o)lda.
3(Q) Q

Dimostrazione.
Supponiamo ®~! € C! (vero se Jo(z) # 0 per ogni z € ). Osserviamo che
o (2) Jo-1(D(x))] = | det(DP(a) D™ (D(x)))| = 1,

dunque se f & misurabile non negativa

o odo -1 —
[D(mfs/g(f <I>)|Jq>|§[b(m(f B o &) g Jo| A(Q)f

dove la seconda disuguaglianza segue applicando nuovamente il lemma ma usando ®~*
al posto di ®. Il caso L' segue per linearita. O
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Il teorema si chiama “cambio di variabile” perché se immaginiamo di porre y = ®(x)
I’espressione del secondo punto ci da un modo di passare da integrali in x a integrali in
Yy e viceversa.

E possibile generalizzare il teorema al risultato seguente:

Teorema 3.112 (Cambio di Variabile Generalizzato).
Sia & : Q — R™ di classe C' ma non necessariamente iniettiva, allora per ogni f : R™ —
R misurabile e non negativa o f € L, posto N(y) = #¢~1(y), si ha che

F@)N(y)dy = /Q (F 0 ®)(2)|Jo ()

>(Q)

Intuitivamente ¢ lo stesso teorema ma stiamo tenendo conto delle “sovrapposizioni” che
si creano a causa del fatto che ® non ¢é iniettiva.

Sostituzioni notevoli

Proposizione 3.113 (Coordinate polari).
Sia la funzione di cambio di variabili

D(p,0) = (pcosb, psinb) = (x,y),

allora Jp = p e

“+o0 27
/2 fx,y)dxdy :/ f(pcosB, psinb)pdfdp.
R 0 0

Dimostrazione.
- cosf) —psinf)
Jo = det (sin@ pcosf ) a
O
Proposizione 3.114 (Coordinate cilindriche).
Sia la funzione di cambio di variabili
(I)(pa 0, Z) = (P cos 6, psin 0, Z) = (.13, Y, Z)a
allora Jo = p e
+oo +o0 2
fz,y)dzdydz = / / / f(pcosO, psinb, z)pdfdpdz.
R3 0 0 0
Dimostrazione.
cosf —psinf 0
Jp =det | sinf pcosf 0| =p.
0 0 1
O

Proposizione 3.115 (Coordinate sferiche).
Sia la funzione di cambio di variabili

D(p,0, ) = (psingpcos b, psinpsind, pcos p) = (2,9, 2),

allora |Jg| = p?sing e
+o0 2 ™
f(z,y, z)dzdydz :/ / / f(psinpcos®, psin sin b, pcos p)p? sin(p)dedddp.
R3 0 o Jo
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Dimostrazione.

sinpcosd —psinpsin® pcospcosh
Jp =det [ sinpsind  psinpcosd pcospsing | = —p?sin .
Cos ¢ 0 —psinp

Solidi di rotazione e calcolo dei volumi

Definizione 3.116 (Solido di rotazione).
Un insieme £ C R® & detto solido di rotazione se esistono valori z;,z2 € R e due
funzioni g; < g2 da R in R tali che

E= {(a@y,z) € RS | z1 < 2 < 29, gl(’z) < \% 2 +y2 < 92(’2)}

Proposizione 3.117 (Misura di un solido di rotazione).
Se E é un solido di rotazione con la notazione adottata sopra allora

|E| = 77/22 (92(2)% — g1(2)?)dz.

Dimostrazione.
Se @ e la mappa che definisce le coordinate cilindriche, osserviamo che

O NE)={z1 <2< 2,01(2) < p < g2(2)},

dunque applicando il teorema del cambio di variabili

) - zo 2w pg2(z)
‘E| :/ pdpd@dz blll).zl()ll. / / / pdpd@dz _
o-1(E) z1 JO Jai(2)

- / " (022 — g1(2)2)dz.

21

Definizione 3.118 (Baricentro).
Dato E C R"™ misurabile, il suo baricentro ¢ il punto definito da

1

Bp=—:
|E]

/ XdX e R".
E

Teorema 3.119 (Teorema di Guldino).
Se E ¢ il solido di rotazione definito da z1,22,91,92 € D & una sua mezza sezione, cioé

D={(z,2) | 1 <2< 22, g1(2) <2 < g2(2)},
allora, se Bp = (by,ba) ¢ il baricentro di D, si ha che

|E| = 27by| D).

1 1
by = —/ xdx, by = —/ zdz,
"M p |D| Jp

22 92(2)
|E| :27r/ / xdxdz:%r/ x = 27| D|by.
z1 Jg1(2) D

Dimostrazione.
Osserviamo che

da cui
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Capitolo 4

Funzioni integrabili e serie di
Fourier

4.1 Spazi di funzioni integrabili

4.1.1 Assoluta continuita dell’integrale

Proposizione 4.1 (Borel-Cantelli).
Se (X, &, 1) é uno spazio di misura e A; sono insiems misurabili tali che Z;’il n(A4;) eR

allora
12 (w LJ.Aj =0.

n=1j>n

Dimostrazione.

Definiamo Fy, = Uy, Ax € F = (o2 Fa

Osserviamo che per la convergenza della serie Z 1(A;) si ha che

() < Z #(Ag) =0

k>n

e quindi

pl () UA) | =wF) =inf{u(F,)} =0.

n=1j>n

O

Proposizione 4.2 (Assoluta continuita dell’integrale).
Sia (X,&, 1) uno spazio di misura e sia f € LY(X). Allora per ogni e > 0 esiste § > 0
tale che

Aelepd)<d = /A|f\du<5,
cioé
“Integrare su domini abbastanza piccoli restituisce un risultato arbitrariamente piccolo”
Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che esista € > 0 tale che per ogni n € N esiste A,, misurabile
tale che

p(dn) <27 ma [ |flduze.

n

Definiamo F,, = {J;s,, Ax ¢ F' = ﬂ;ozo F,,. Per Borel-Cantelli F' ¢ trascurabile. Osser-
viamo anche che xr, — xr per ogni z € X.
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Valutiamo dunque il seguente integrale:

AnCFy,
/ Ifldu=/\f|XAndu <
An X

< / |fIxF, dp.
X
Dato che |f|xr, < |f| € L}(X) possiamo applicare il teorema di Convergenza dominata
/ Lebesgue per trovare che

F)=20

o(F)
/|f\XFndH—>/ \flxrdp" = 0.
X X

Abbiamo quindi mostrato che

0<5</ |fldpw — 0,

n

che ¢ assurdo. O

4.1.2 Funzioni p-integrabili

Come per R™ e gli spazi di successioni, possiamo provare a dotare le funzioni integrabili
della struttura di spazio di Banach definendo delle norme-p.

Definizione 4.3 (Funzioni p-integrabili).
Sia (X, &, ) uno spazio di misura. Poniamo

LP(X,p) = {f : X —HR‘f misurabile, / [fIPdp < —l—oo}.
X

Definizione 4.4 (Spazio L?).
Consideriamo la relazione di equivalenza f ~ g < Va € X, f(z) = g(x) (identifico
funzioni che sono uguali quasi ovunque). Definiamo

Lr(X,p) = £ X

In futuro considereremo L munito della norma || f||, = ([ |f|pd,u)1/p se non altrimenti
specificato.

Osservazione 4.5.
Possiamo definire

L°(X) = {f misurabile | 3¢ > 0 t.c. u({z | |f(z)] > ¢}) =0}

lo spazio delle quasi ovunque limitate e in analogia a prima troviamo L (X) = L= ~,
che dotiamo della norma || f|le = inf{c > 0| u({z | |f(z)| > ¢}) = 0}.

Osservazione 4.6.
Per p = 1 troviamo esattamente le funzioni Lebesgue-integrabili.

Lemma 4.7 (Disuguaglianza di Hélder).
Siano f € LP(X) e g € LYX) con % + % =1. Allora

/ Fllgldi < 11Nl
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Dimostrazione.
Ricordiamo la Disuguaglianza di Young:
a? b9
ab< —+ —, Va,b>0.
p q

Consideriamo prima il caso in cui || f||, = ||gllq = 1:

p q 1 1
[ \rlglan < [ <f|+|g|>du=+=1-
X X p q P q

Per ricavare la tesi nel caso generale poniamo

f g= -9
171 lglle

Osserviamo che per linearita dell’integrale || ||, = [|§ll, = 1, da cui

/ \fllgldp = IIfIIp\Igllq/ 11191 < 1Fpllgllq - 1.
X X

f=

O
Teorema 4.8 (Gli spazi L? sono Banach).
Gli spazi LP e L™ definiti sopra sono spazi di Banach.
Dimostrazione.
Ricordiamo che gli spazi di Banach sono gli spazi normati completi. Dobbiamo quindi
verificare che || - ||, & una norma e che ogni successione di Cauchy converge.

Normato) Verifichiamo gli assiomi di norma:

L |\Ifllp =0, [[fll, =0<«<= f =0) Stiamo integrando una potenza positiva di un va-

lore assoluto, quindi ||f||, > 0.

Per una nota proprieta degli integrali (3.68)

/X [fIPdp =0 <= 0= p({|f]" > 0}) = n({[f] > 0}) = u({f # 0}),
cioe f ~ 0 e quindi f =0 in LP.
2. A fllp = [AIfllp) Segue dalla linearita dell’integrale.

3. f+all, < Ifllp + llgllp) Osserviamo che se % + % =1 allora p — 1 = p/q. Consi-
deriamo dunque || f + g|?:

I+ gl =/ 4+ ollf + gP-tdu <
X\V-J\W_/

eLp eLa
p—1 p—1 Holder
<[ fIlf+glPdp+ | lgllf +9/P"du <
X X

<Ifllp £ + gl I, + gl 11F + gl M|, =

1/q
(11l + llgl) ( /. |f+g|q<p-1>du) _

1/q
(£l + lgll») ( /. |f+g|”du) _

=(1f1lp + llgllp) (11 + glIz) /e =
£ 1l + gl + gl

Mettendo le disuguaglianze sulla stessa riga

1f+gllp < (Ufll + Ngllp)If + 91570 = 11f +gllp < 1f1lp + lgllp-
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Completo) Sia {fn}nen € LP(X) una successione di Cauchy per la norma p, cioé per
ogni € > 0 esiste N = N, tale che

| fr = fmllp <&, ¥n,m > N.

Siano ny = Ny« (che senza perdita di generalitd supponiamo strettamente crescenti
in k). Osserviamo che questa scelta impone || fn,,, — fa,llp < 27%. Verifichiamo che

fr = fn, converge in LP(X), da questo seguird che f, converge allo stesso limite in
quanto successione di Cauchy.
Poniamo

gu() = |fi(x |+Z|fk+1 fi(@)]-

Osserviamo che

n—1

lgnllp < I F1llp + Z ks = Fillp < 1F1llp + Z 1fkrr = Jilly < 1Fllp + 1.
1

<2-Fk

Se definiamo g(z) = sup g,(x) = lim g, (x) (chiaramente g,11(x) > gn(z) per ogni n) si
ha per monotonia delle potenze e Convergenza monotona / Beppo-Levi che

/ |gn |Pdp —>/ lg|Pdp € R,
X X

in particolare g(z) € R per quasi ogni z € X. Piu esplicitamente, se poniamo Xy =
{g(x) € R} si ha che u(X \ Xo) = 0.
Osserviamo ora che per evidente telescopicita

n—1

Fol@) = (@) + 3 (Fena (@) = Fula)),

k=1

definiamo quindi il candidato limite come
f(x) )+ > (fera(z) = fr(2)).
k=1

Per definizione di g, se g(x) € R allora la serie che definisce f & assolutamente convergente.
Si ha dunque per per ogni x € X

|fa(@)] < gu(@) < g(x) = [fulz) = f@)P < (

Fa@)|+ 5@ < Cga))”,

inoltre
Fa(@) = f(2) = |ful@) = f(@)] = 0 = |fal2) = f(2)]” — 0.

Date queste condizioni, siccome f +(29)Pdp € R, possiamo applicare il teorema di Con-
vergenza dominata / Lebesgue e trovare che

1 FIE = /X ) — F@)Pdp — 0,

cioe f,, — f secondo la norma p. Per concludere basta osservare che

0< / Py < / lglPdp € R.
X X

11 caso di L™ non ¢ stato trattato a lezione!. O

Ldato per esercizio.
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Corollario 4.9.
Se fn — f in L? allora esiste una sottosuccessione di f,, tale che f,, () = f(z) quasi
ovunque e per un’opportuna 0 < g € LP si ha |fn, ()] < g(z).

Dimostrazione.

La sottosuccessione si costruisce come nella dimostrazione della completezza di LP(X).
O

Notazione 4.10.
La disuguaglianza

1f+gllp < 1 £l + llglls

su LP viene detta disuguaglianza di Minkowski.

4.1.3 Funzioni continue a supporto compatto

Definizione 4.11 (Spazio delle funzioni continue a supporto compatto).
Definiamo lo spazio delle funzioni continue a supporto compatto su X come

Co(X)={f e C(X,R)|3IK C X compatto t.c. f(X\K)=1{0}}.

Osservazione 4.12.
Cc(X) € uno spazio vettoriale su R.

Dimostrazione.

Siano f, g continue tali che supp f C A e suppg C B con A e B compatti. Dati a,b € R
sappiamo gia che af + bg & continua. Per concludere osserviamo che supp (af + bg) C
AU B, che & compatto in quanto unione finita di compatti. O

Definizione 4.13 (Funzioni infinitesime).
Definiamo

Co(RY) = {f e C(RY)

lim f(z)= O}
|z]|— 00

Lemma 4.14.

Sia p una misura di Borel su RY finita sui compatti, allora se A & un boreliano (tale che
p(A) € R?) e fissiamo € > 0 esiste ¢ continua tale che

/ lp — xaldu < e.
]RN

Dimostrazione.
Sappiamo che j boreliana su RY finita sui compatti & regolare (3.44).
Siano K e G un compatto e un aperto rispettivamente tali che K C A C G e u(G\K) < €.
Poniamo
d(xz,G°)
p(r) = - :
d(z,G°) 4+ d(z, K)

Intuitivamente questa ¢ la caratteristica di A resa continua interpolando tra 1 e 0 nel
pezzo compreso tra G e K.

Osserviamo che ¢(x) > 0 e che & definita per ogni x, infatti
d(z,G°)+d(z,K) =0 = d(z,G°)=0ed(z,K)=0 D 2 € G°NK # 0, assurdo.

Osserviamo inoltre che 0 < p(z) <1 e che p(z) = xa(x) se x ¢ G\ K.

2Nella dimostrazione data & necessario che u(A) € R, notiamo infatti che per y =L, N=1e A=R
si ha necessariamente che G = R e quindi non esiste un compatto K tale che L(R\ K) € R.

Probabilmente & possibile riadattare questa dimostrazione al caso generale, ma dato che useremo il
lemma solo per insiemi limitati non trattiamo questa generalizzazione.
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Mettendo insieme questi fatti si ha che
[ Je=xaldu= [ lo-xaldu< [ 1dp=u(G\K) <
RN G\K G\K

O

Osservazione 4.15.

Se A e limitato allora ha automaticamente misura finita e posso scegliere ¢ a supporto
compatto:

se A C Br(0) allora nella dimostrazione al posto di G considero G N Br(0).

Teorema 4.16 (Continue a supporto compatto sono dense in £1).
Sia pu una misura di Borel su RN tale che per ogni K compatto u(K) ¢ finita. Allora
Cc(RN) ¢ denso in LY(RY).

Dimostrazione.
Osserviamo che Co(RY) denso in £}(RY) & equivalente a richiedere che per ogni f
misurabile tale che [y |f| € R e per ogni & > 0 esiste ¢ € Cc(R™) tale che

/ |f = eldp <e.
RN

Senza perdita di generalita suppongo f > 0 (da cui [ fdu ¢ finito); il caso generale segue
dal fatto che prendere combinazioni lineari mantiene continuita, misurabilita e avere un
supporto compatto.

Osserviamo che la successione fxp, (o) tende a f quasi ovunque ed ¢ dominata da f,
segue per Convergenza dominata / Lebesgue che

/fxBn<o)du—> /fdu,

quindi definitivamente in n si ha che

€
/|f_fXBn(0)|d:u < 3

Sia m un naturale che verifica quanto appena detto e poniamo ¢ = fxp, (0)-
Osserviamo che 1 € £! perché prodotto di integrabili non negative. Per definizione
di integrale sappiamo che esiste s semplice tale che 0 < s <1 e

1/)—5du<§.
RN 3

Applicando la definizione di funzione semplice

m

s = g CiXA;
j=1

con A; misurabili e ¢; > 0. Senza perdita di generalita supponiamo A; C B, (0), tanto
fuori dalla palla 9 € nulla.

Sia ¢ = Z;nzl ¢;. Applicando il lemma e l'osservazione (A; e limitato in B,(0)), sia
; continua a supporto compatto tale che

RN J X I 3C
( )Sser viamo Che

m

m m m 6 6
/ s= Y ¢ du:/ > ejlxa, —¢5) dMSZCj/IXAj —pl <D e =13
j=1 =1 j=1

j=1
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Definiamo infine Z;”:l cj; = . Chiaramente ¢ ¢ continua a supporto compatto in
quanto combinazione lineare di continue a supporto compatto.
Per concludere mostriamo che [ |f — p|dp < e:

Jir=elaws [1r=wi+ [1o=sl+ [1s-¢l <

ELELE
373737 %

Osservazione 4.17.
Possiamo considerare I'immagine di Co(X) tramite la relazione di equivalenza

frge flz)=g(z) VzeX.

Il teorema mostra che I'insieme cosi ottenuto da Cc(RY) & denso in L*(RY) (la relazione
mantiene gli integrali).

Corollario 4.18.
Sia p una misura di Borel su RYN tale che per ogni K compatto u(K) é finita. Allora
Cc(RN) ¢ denso in LP(RYN) per ogni 1 < p # co.

Dimostrazione.
NON DATA DURANTE IL CORSO O

Proposizione 4.19 (Continue a supporto compatto in aperto sono dense in LP).
Se QO CRYN ¢ aperto allora Cc(Q) & denso in LP(Q).

Dimostrazione.
Osserviamo che se f € LP(RY) allora banalmente fyq € LP(f2), viceversa se f € LP(Q)
la possiamo estendere a

o) = f(z) sexeQ
0 sex ¢
per la quale si ha ||ﬂ|Lp(RN) = || fllzr(q), cioe f € LP(RN). Possiamo quindi pensare a

tutte le funzioni come definite su R" e distinguere i domini in base al supporto.

Consideriamo allora f € LP(RY) con supporto in . Dato che Co(R”Y) & denso in LP(RY)
(4.18), consideriamo ¢ € Co(RYN) tale che ||p — f||, < £/2. Questo ancora non mostra la
tesi perché il supporto di ¢ pud non essere contenuto in € (e quindi ¢ non corrisponde
ad un elemento di Cx(Q2)). Cerchiamo di modificare ¢ leggermente in modo da trovare
la tesi.

Definiamo

Q, = {a: cRY ’d(x,QC) > i} N B,,(0).

Si ha che Q,, & compatto in quanto chiuso e limitato, inoltre ,, C € perché ogni punto

di Q,, ha distanza non nulla da Q°. Osserviamo anche che UJQ, = Q. Abbiamo quindi

trovato una successione di compatti inscatolati contenuti in 2 che tende ad 2.
Definiamo la seguente funzione “pseudo-caratteristica”

d(CL’,Q%+1) .
z, Q5 ) +d(z, Q)

gn(x) = d(

Si vede facilmente che g,, ha valori in [0, 1], & continua, ben definita e tende alla caratte-
ristica di €2 passando al limite in n.

Osserviamo che per ogni € Q ( NON in R¥) si ha che ¢, (z) = gn(2)p(z) — p(z).
Osservando che |p,| < |¢|, abbiamo per Convergenza dominata / Lebesgue che ¢, — ¢
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anche in LP(R”Y) (e quindi anche LP(Q) considerando Pnl, € g0|Q), quindi esiste m € N

tale che || — @mllp < &/2.
Per concludere osserviamo che il supporto di ¢, € contenuto in €2 e che

1f = emlly < If = @llp + e = mllp <,

cioe abbiamo costruito una funzione continua a supporto compatto contenuto in €2 arbi-
trariamente vicina a f in norma p, dunque passando alle restrizioni ad {2 abbiamo trovato
Pm|g, € Cc(Q) arbitrariamente vicina in norma p a f |y come volevamo. O

Proposizione 4.20 (Interazione tra LP e continue a supporto compatto).
Sia f € LP(Q) per 1 < p # co. Si ha che

e se p € Ce(Q) allora fp € LP(Q) e
® se fQ wfdu =0 per ogni ¢ € Cc(Q) allora f =0 quasi ovunque.

Dimostrazione.
x) Dato che ¢ ha supporto compatto, anche f¢ (e quindi |f¢|P) ha supporto compatto,
segue che

[15eP < [ maxloplsp = max|oP 7] € R
Q Q

%) Sia ¢ tale che % + % = 1 e consideriamo una successione ¢, € Cc () tale che ¢, —

sgn (f)|f[P~! in L9(Q) tale che si abbia convergenza puntuale quasi ovunque e tale che la
convergenza ¢ dominata (estraiamo una sottosuccessione da una qualsiasi in Cc(£2) che
converga a quanto indicato usando 4.9). Osserviamo che

0= /Q onfd — /Q fsen (F)If1Pdu =[£I,
=|flp

dunque per convergenza dominata [|f||} = 0, quindi f & quasi ovunque nulla in 2. O

In tutta la trattazione abbiamo ignorato L°°, e infatti non valgono gli stessi risultati:

Proposizione 4.21 (Chiusura in norma infinito delle continue a supporto compatto).
Lavorando in L= (RY) si ha che

CoRN) = Co(RN) # L= (RN).

Dimostrazione.
C) Mostriamo la contronominale. Sia f ¢ Co(RY), ciot esiste € > 0 tale che per una
qualche successione z,, con |z, | — oo si ha

|f(zn)| = .

Osserviamo allora che se g € Co(R”Y) necessariamente || f — g|lc > €.
D) Per ogni n € N costruiamo g,, con le seguenti proprieta:

0<gn <1, ga(Ba(0)) = {1}, gu(RY\ Bay1(0)) = {0},

cioe, eccetto per I'anello n < |z| < n + 1 abbiamo g, = x5, (0)-
Sia f € Co(RY). Osserviamo che

OSHfgn_fHooS sup ‘f|_>07

z|>n

quindi abbiamo mostrato che f € Co(RY). O
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Per i curiosi [NON DETTO DURANTE IL CORSO], le funzioni che abbiamo costruito
approssimando le caratteristiche in questa sezione hanno un nome

Definizione 4.22 (Funzioni di Urysohn).
Dati due insiemi A, B chiusi in X, una funzione f : X — [0, 1] continua tale che f(A) =
{0} e f(B) = {1} ¢ detta funzione di Urysohn.?

4.1.4 Controesempi con integrabili / a supporto compatto

Proposizione 4.23 (Convergenza in Cc(RY) & diversa da convergenza in L!).
Se fn — f in Cc(RN) non ¢é detto che f, — f in L*(RY) nonostante vi sia denso.

Dimostrazione.

Diamo un esempio per N = 1. Consideriamo f € Cc(R) tale che f > 0e [f > 0.
Definiamo f,,(x) = f(x —n). Osserviamo che f,(z) — 0 per ogni « € R, si ha dunque
che f, = 0in Cc(R), ma [ f, = [f >0, quindi [ f, /A 0= [0, quindi f, 4 0 in
L' O

Proposizione 4.24 (Convergenza in LP non implica convergenza quasi ovunque).
Se fn, — f in LP non é detto che f, — f quasi ovunque.

Dimostrazione.
Dato k € N, k > 2, sappiamo che esiste n € N tale che 2" + 1 < k < 2"t!| sia allora
0<m=k—2"—1< 2" e definiamo

fe(@) = X0,(2" % — M) = Xpm2-n (mr1)2-7]-

Intuitivamente stiamo dividendo l'intervallo [0,1] in 2™ pezzi e stiamo facendo scorrere
un rettangolino di base 27" e altezza 1 da 0 a 1. Quando tocca il bordo dividiamo
nuovamente l'intervallo e facciamo scorrere di nuovo il rettangolo.

E evidente che se 2" + 1 < k < 27! allora || fi/l1 = 27", quindi per k — oo si ha
che || fxll1 — 0, eppure fr non converge puntualmente mai perché in quasi ogni punto
assume frequentemente i valori 1 e 0. O

Esempio 4.25 (Funzione integrabile illimitata su ogni aperto).
Esiste una funzione f € £'(R) tale che per ogni aperto A

sup f(z) = +oo.
T€A
Dimostrazione.
Poniamo
—loglz| O0<|z| <1
p(z) = L
0 altrimenti

Osserviamo che [, p(z)dz = B € R (& facile mostrare che B = 2).
Imponiamo ora un’enumerazione su Q

Q = {Tn}nEN
e definiamo
o0 1 o0
flz) = Zﬁ@(gj*rn) = Z@n
n=1 n=1

311 nome deriva dal lemma di Urysohn, che garantisce l’esistenza di tali funzioni se X & uno spazio
normale (ogni spazio metrico & normale quindi per i nostri scopi le funzioni di Urysohn esistono sempre).
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Osserviamo che s = >, ¢, ¢ misurabile perché combinazione lineare finita di
misurabili, dunque f & misurabile. Osserviamo ora che

/f:/supsk:sup/sk:
k k

k
1
:Supzﬁ/ga(x—rn)dx:
k n:ln
_Bii—zeR
B n=1n273 ’

dunque f € L}(R) come volevamo.
Dato che Q & denso in R, ogni aperto A contiene un razionale r,, dunque in quell’in-
torno ¢, non ¢ limitata. Da questo segue che anche f non e limitata. O

4.2 Serie di Fourier

4.2.1 Spazi di Hilbert

Definizione 4.26 (Prodotto interno).

Sia K = R oppure K = C. Un prodotto interno su un K—spazio vettoriale V' & una
mappa

VxV — K

(v,w) +— (v,w)

<.7 > .
con le seguenti proprieta
o (v,w) = (w,v)
o (av + bu,w) = a (v,w) + b(u, w) per ogni a,b € K
e Se v # 0 allora (v,v) >0?

Osservazione 4.27.
Un prodotto interno (-,-) su V induce una norma su V data da

[o]] = V/{v, ).

Definizione 4.28 (Spazio di Hilbert).
Uno spazio di Hilbert ¢ uno spazio vettoriale reale o complesso munito di prodotto
interno completo rispetto alla norma indotta dal prodotto.

Proposizione 4.29 (Cauchy-Schwarz).
Se V' & uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto scalare {-,-) (che induce la norma || - ||)
allora per ogni x,y € V

[ @y | < [l

Dimostrazione.
Dato che (z,y) € C esiste § € R tale che (x,y) = ¢?| (z,y)|. Consideriamo allora per
ognit € R
0 <[z + tefy||? = (z+ tefy, x + tei9y> =
=llzl® + t(e” (y, z) + e (@, ) + E[ly* =
=lzl|® +t(ee ") @, y) |+ (x,y) ) + Plyll* =
=1 =1
=llzl” + 2| (=, ) [t + ¢yl

4chiaramente (v,v) € R perché per la prima proprieta coincide con il proprio coniugato.
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abbiamo quindi trovato un polinomio di secondo grado a coefficienti reali che assume solo
valori non negativi. Vale dunque la seguente condizione sul discriminante

A
02— =[{z,9 ? =yl [,
da cui la tesi. O

Osservazione 4.30.
Fissato y € V, la mappa x +— (z,y) & continua.

Dimostrazione.
Sia x,, una successione in V' che tende a x. Mostriamo che (x,,y) — (x,y) in V:

(@, 9) = (@n, y)| = (& = @0, y)| < llon — 2]l [yl = Ofly] = 0.

O
4.2.2 Definizione ed Esistenza
Per semplicitd notazionale poniamo I = (—m,7) C R.
Notazione 4.31 (Funzioni L? complesse).
Poniamo
L2(1) = {f(t) = u(t) +iv(t) | u,v € L*(I)} = L*(I) x L*(I).
Prodotto interno e norma
Definizione 4.32 (Prodotto scalare standard su L2 e norma indotta).
Definiamo il seguente prodotto scalare normalizzato su L& (1)
(o) = [ P00 at
yg) = o | g .
Questo prodotto induce la seguente norma
1 (7 1 i
191 =40 = 5 [ 15OF de=5- [ 1P + o) .
2r J_ . 2 J_,
Osservazione 4.33.
Se || - ||2 indica la norma su L?(I) allora
2 1 2 2
A7 = o (el + llvll2)-
Osservazione 4.34.
Data g € LZ, |g]1* < llgl%. dove [lgll = max|g(z)|-
Dimostrazione.
Calcoliamo
1 i 1 i 1 B !
2 2 2 2 2
= — dt < — dt = — dt = .
lolP = 5= [ 1o dt< o [ Lol at = gl gﬂj/ loll%
O

Osservazione 4.35.
Lo spazio vettoriale L(%(I ) munito del prodotto hermitiano definito sopra & uno spazio di
Hilbert.

93



Sistema ortogonale di riferimento e proiezioni ortogonali

Notazione 4.36.
Per ogni k € 7Z poniamo _
ex(t) = et

Proposizione 4.37 (Gli ex(t) sono un sistema ortogonale).
Gli e, sono un sistema ortonormale, cioe

(€K, en) = Ok -

Dimostrazione.
Segue calcolando:

L™ ikt —in
(ex, en) :—/ eFle "t qt =
’ 2 ) .

1 (" .
_ i(k—h)t dt =
2r J_, ¢
™ 1 ™
=L cos(Ue = myt) dt + i—/ sin((k — h)t) dt.
2 J_, 2 J_,
Se k = h vediamo che il primo addendo va ad 1 e il secondo a 0, da cui |leg|| = 1.

Se k # h stiamo integrando (k — h) periodi sia di cos((k — h)t) che di sin((k — h)t),
ma dato che l'integrale di un periodo € nullo per entrambe le funzioni troviamo che
<€]€7 €h> = 0. O]

Definizione 4.38 (Coefficienti di Fourier).
Data f € LZ(I) definiamo il k—esimo coefficiente di Fourier come

o= "_(fex)= % _Tr f(t)e ™t at.

Notazione 4.39.
Poniamo
Vi, = Span({ex | k € Z, |k| <n})

Definizione 4.40 (Proiezioni ortogonali su V4,).
Definiamo la proiezione ortogonale di f su V,, come

snf = Z fkek-

|k|<n

Proposizione 4.41 (Proprieta delle proiezioni ortogonali).
Valgono le sequenti affermazioni:

L lsaf1? = 1l

|k|<n
2. (f —snf,en) =0 per ogni h tale che |h| < n.
3. \f = s fl* = min{[|f —p[* [ p € Va}.
4 LFIZ = Nlsnf 1P+ 1f = safl%.
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Dimostrazione.
1) Calcoliamo

||8nf||2 = <S’I’Lf7 Snf> = < Z fkek, Z fheh> Congnua

|k|<n |h|<n

= Z i <€k7 Z fh€h> =

|k|<n |h|<n.

P 7 continua

= > < > fhehaek> =

[k|<n |h|<n
= Z Jefnex,en) =

||, |k|<n
= Al

[k|<n

2) Calcoliamo
<f_3nfaeh> = <f7eh> - <Snf7eh> = fh _fh =0.
3) Sia p € V,,. Osserviamo che dati a e b vale la seguente identita:
lla+b]I* = llall* + {a, b) + (b,a) + [|b]|*
quindi se b € V,, e a € V,;- abbiamo |la + b]|? = ||a||? + ||b]|>. Consideriamo allora

1f =l = If = snf + snf = pl* = If = suflI* + Isuf —pl* = If = sufI*,
—— —\

vt eV

inoltre osserviamo che vale 'uguaglianza per p = s, f.
4) Usando l'identita del punto precedente per p = 0 troviamo

IFIZ = 11f = O = lIsnf = OI* + If = snfl* = llsuf1* + If = snfII*.

Corollario 4.42 (Disuguaglianza di Bessel).
Vale la sequente disuguaglianza
S IR < IIFIP

kEZ

Dimostrazione.
Calcoliamo

IFIZ = NsnfI2 + 1F = snf1? = If = snfI*+ D |Fel*.

|k|<n

Passando al sup in n

112 = sup 1 = safI> + S 1Al? = ST 1Al

kEZ keZ

Corollario 4.43.
Dato che la serie sopra converge,

li £ = 0.
‘k‘lgloo [ f]
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Notazione 4.44.
Definiamo il generato dagli e”** come

V= U V,, = Span ({ek}kez) .
n>0

Vogliamo mostrare che questo insieme ¢ denso in L?C(I ) in modo da definire quelle che
saranno le serie di Fourier. Mostriamo quindi alcuni risultati di densita. Per ottenere il
primo citiamo il seguente

Teorema 4.45 (Teorema di Stone-Weierstrass).
Sia T compatto e consideriamo le funzioni continue da T a C con la norma infinito. Se
A C C(T,C) é una sottoalgebra tale che

o A separa i punti, cioé per ogni ty,ts € T esiste a € A tale che a(ty) # a(ts),

o A contiene le costanti e

o Seac€ A allorawe A (si intende a(x) = a(z)),
allora A é densa in C(T,C).

Dimostrazione.

NON DATA DURANTE IL CORSO. O

Corollario 4.46.
V e denso in Cc(I) per la norma infinito.

Dimostrazione.
Consideriamo T = R/N dove x ~ y se e solo se x = y + 2km per qualche k € Z.
Chiaramente C(T,C) = Co,(R,C), dove quest’ultimo sono le funzioni 27w —periodiche
continue da R a C. Poniamo

V=V

neN
Osserviamo che T' ¢ compatto perché omeomorfo a S L. Verifichiamo le ipotesi del Teorema
di Stone-Weierstrass per V:
e sottoalgebra) Basta mostrare che V & uno spazio vettoriale chiuso per prodotto.
Sappiamo gia che & uno spazio vettoriale. Se a,b € V allora esiste k tale che
a,b € Vi, dunque ab € Vo, C V.
o separa i punti) et = €2 <= t; =ty + 2kw <= t; = t, data la relazione posta
suT.

e contiene le costanti) ¢ = ce't.

e Chiuso per coniugio) Ovvio dalla struttura graduata di V.

Concludiamo dunque che V' & denso in Cy. (R, C).
Osserviamo che se f € Ce(I,C), lirgl f(z) = 0, dunque possiamo estendere f a
z—

f€Ca:(R,C) ripetendo i valori che assume in I. Allora per la densita di V in O2,(R,C)
possiamo trovare ¢ € V tale che

If = el <&

Dato che ||f — ¢|loo > |If — <p|I||OO per come funziona il sup, abbiamo mostrato che per

ogni f € Cc(I) esiste una funzione ¢ € V tale che ||f — ¢/« < €, che & la tesi. O

Grazie a questo risultato possiamo dare i risultati fondanti della teoria delle serie di
Fourier.
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Teorema 4.47 (Convergenza delle proiezioni ortogonali).
Data f € LE(I) si ha che s, f — f in LE(I).

Dimostrazione.

Vogliamo mostrare che ||f — s, f|| — 0. Consideriamo f € L?(I) e fissiamo € > 0.
Sappiamo che le continue a supporto compatto sono dense nelle L? (4.18)°, dunque
esiste ¢ € Cc(I) tale che

If =l <e/2.

Sia ora p € V tale che [j¢ — p|| < [l — plloc < £/2, che possiamo fare per la densita di
Vin Cco(I) (4.46). Data la forma di V, esiste m tale che p € V,,,. Se n > m osserviamo
che p € V,,. Dunque definitivamente abbiamo

(4.41)
1f=snfll < If =2l <If =@l +lle—pl<e.

O
Siamo finalmente pronti per definire le serie di Fourier:
Definizione 4.48 (Serie di Fourier).
Se f € L&(I) abbiamo che
= frex.
kEZ
Chiamiamo il termine di destra la serie di Fourier relativa ad f.
La buona definizione segue da (4.47).
Teorema 4.49 (Uguaglianza di Parseval).
A1 =D 1fal?
kEZ
Dimostrazione.
Ricordiamo (4.41) che
LI = 1 = s P+ Y fal?,
|k|<n
quindi passando al limite in n abbiamo
2 ? . 2 (4.47) 2
AP =D 1Fl? + i | f = s fI* 7= 1 ful? +0.
keZ kEZ
O
Teorema 4.50 (Prodotto interno in termini dei coefficienti di Fourier).
(fr9) = frdn-
kEZ
Dimostrazione.
Osserviamo che A o
(snfs0) = > frlensg) = D frdr-
|k|<n |k|<n
L — C
Ricordando che la funzione e continua (4.30) possiamo passare al
fo () (50w b
limite in n o o
(fr9) < (snfog) = > frgr — Y fudr.
|k|<n kEZ
O

511 teorema dato vale per le funzioni reali, ma dato che || f|| = v2m (|| Re(f)|5 + || Sm(f)|l5) possiamo
stimare separatamente parte reale e parte immaginaria per poi riunirle.
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Notazione 4.51.
Definiamo I'insieme delle successioni dei “validi” coefficienti di Fourier

C> lail? em}

1EZL

K%(Z) {{al zEZ

Corollario 4.52.
La funzione

L) —  @(2)
= (fulkez

e una isometria.

Dimostrazione.
Calcoliamo

15 ol =T =9 =G F=a) = VISP = (.90 = to. ) + gl ="

\/Z ‘fk" +1g8l” = Frdi — i =

kEZ

= > (fx = dx) (Fr— ) =

keZ

-z

keZ

2
Qk’

= H(fk)kez = (GK)kez o

4.2.3 Serie di Fourier Reale

Osserviamo che possiamo scomporre ogni funzione con dominio reale in una parte pari
ed una parte dispari:

£(8) = 5(F0) + F(=0) + 5(7(0) = F(=0) = folt) + (0.

part dispari

Vediamo come questa decomposizione si comporta in termini della serie di Fourier per f
se f e Li().

Osservazione 4.53.
Data f € LZ(I) si ha che

% (Zf ettt 4 Zf e_lkt> = ka cos(kt),

keZ kEZ kEZ

=1 (z futt _ 3 f> i3 fusin(ht).

kEZ kEZ kEZ

Proposizione 4.54 (Serie di Fourier Reale).
Se f € LZ(I) allora

WE

ft) =12

?0 + » (ay cos(kt) + by sin(kt)),

~
Il

1

dove ag e by sono dei coefficienti che dipendono da f e k.
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Dimostrazione.
Osserviamo che se f ha immagine in R allora

Foumge [ £ at= o [ g a =

Segue che

Jo = fo+ S (fi + i) cos(kt), =Y " i(fi — fi) sin(kt).

k=1 k=1

Definiamo allora a; = f + ﬁ e by = i(fr — ﬁ) Dato che fy = % osserviamo che
fo = ap/2. Segue la tesi ricordando che f = fy + f1 e osservando che le serie convergono
in L? per ipotesi. O

Osservazione 4.55 (Coefficienti di Fourier reali).
Dai passaggi della dimostrazione precedente si evince che

ar =fi + fo = 2 Re(fr) = % i £(t) cos(kt) dt

b =i(fi — ) = —2 Sm(fe) = —~ [ f(t)sin(ke) dt

T
Osservazione 4.56.

Se f e dispari ax = 0 per ogni k > 0, mentre se & pari avremo by = 0 per ogni k > 1.

4.2.4 Convergenza uniforme delle serie di Fourier

Osservazione 4.57.
LE(I) D LE(I) D L (I), dove le norme sono estese componente per componente®.

Dimostrazione.
Sappiamo gia che || - || < || - [lo (4.34), quindi osservando che || - || e || - ||z sono
topologicamente equivalenti (v27|| - || = || - ||]2) abbiamo il secondo contenimento.

Se f € L&(I) allora

||f||1:/_:|fdt:/_’;f|.1dt:

Cauchy-Schwarz

1
—om(f,1) < x| fH = Vx| fa:
O

Teorema 4.58 (Criterio sufficiente per convergenza uniforme di serie).
Sia fr : X — F wuna successione di funzioni con F spazio di Banach. Se esiste M
successione di reali non negativi tale che

oo
sup [|fillr < M. Y MeR

allora la serie Y poy fr(x) converge uniformemente.

SLa norma in L{(I) & [;|f| = 27 (f,1), quella in L2 & /[, |fI> = V2r|/f|| e quella in L (1) &

max; |f].
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Dimostrazione.
Ponendo S, (z) = Y_,_, fr(z), si ha che S,, & di Cauchy, infatti fissato ¢ > 0, esiste N
tale che ZZC:N My, < g, da cui per n > m > N abbiamo

Y@ <D (e \|F<ZMk<ZMk<€

m—+1 F m—+1 m+1

[0 (x) = Sm(z)|[F =

Segue che S, (z) & di Cauchy per ogni x, ovvero S,, converge puntualmente (dato che F
¢ completo). Se S ¢ la funzione tale che S(x) = lim,, S, (z) allora osserviamo che

o0 o0
ISu@) - S@le | Y @) £ S IA@Ir< > M 0.
k=n+1 F k=n+1 k=n+1
—_——
non dipende da x
O

Proposizione 4.59 (Criterio per la convergenza uniforme delle serie di Fourier).
Se (fu)kez € L&(Z)7 allora > kez Jrer € uniformemente convergente a f.
Dimostrazione. . .
Osserviamo che |frer| = |fx| quindi, dato che la serie > |fx| converge, per il teorema
(4.58) abbiamo che Y fre converge uniformemente. Poiché LZ(I) C Li(I) (4.57),
sappiamo per (4.47) che il limite & f, quindi la serie converge uniformemente a f. O

Proposizione 4.60 (Problema di Basilea).
Vale la sequente identita
— 1
Ym%

Dimostrazione.
Consideriamo la funzione g(t) = |¢| su I e calcoliamone la serie di Fourier. Essendo pari
si ha immediatamente che by = 0. Calcoliamo gli ag:

Se k=0 )
1 (7 2 [T 2
aO:—/ |t|dt:f/tdt:f7r—:7r‘
T J) T Jo w2

1 2 [T
ag :7/ |t| cos(kt)dt = —/ t cos(kt)dt =
T ™ Jo

_2 (:;in(kt) ;r_ /0” Sin]ikt) dt) _
:% (0—0+ cos(kt) :) _

m k
L2
0 se k pari

Sek>1

_ 2 (cos(km) — 1) =

mk? 3 se k dispari.
Si ha dunque che
T 4 cos(kt)
iW=5-7 2 T
k dispari
Valutiamo allora g in 0:
T 4 1 1 w2
101 2 9w L= k2 Z k2 8
k dispari k dispari

"ciot la serie 3, oy | fx| converge
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Sappiamo che > 1%2 converge assolutamente, quindi le seguenti manipolazioni sono lecite

da cui

O

Proposizione 4.61 (Criterio con C3._ per la convergenza uniforme delle serie di Fourier).
Se f € C3.(R,C) allora (fi) € L&(Z) e vale la sequente disuguaglianza

[Proll, = 3 1<y 2071

kez\{0}

Dimostrazione.
Svolgiamo il seguente calcolo

R 1 [7 A
i :%/ fye ™ dt =
7zk:t ot
e "t dt
“on —ik Jr o f

;@W fm-mﬁ) SN

Segue che
~ 1 ——  Cauchy-Schwarz
Z|fk|=2m|(f’)k| <

k0 k0

2 Parseval + Basilea
k;ﬁO k:750
'/T 71_
2 VI = S

Osservazione 4.62.
E effettivamente un criterio sufficiente per (4.59)

Proviamo a estendere il criterio oltre le funzioni C!:

Definizione 4.63 (Periodica regolare a tratti).
Una funzione 2w —periodica e regolare a tratti se su ogni periodo ha un numero finito
di discontinuita e fuori & C! con derivata limitata.

Corollario 4.64.
1l risultato vale anche se f é regolare a tratti.

Dimostrazione.
Senza perdita di generalita ipotizziamo ci sia un solo punto angoloso in a € (—m,).
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Allora come prima

R 1 T ] 1 a ] 1 g ]
fomge [ st = [ e dr - / FE)e= ™ gt —
—r T Ja

“or r 2T
L R Sy it
27 —ik | _ . ik ). ik J, B

0
1 e_ikt 1 " / —ikt
= | f=; _ﬂ—l—ik/_ﬂf(t)e dt

Da questo punto lo stesso ragionamento ci porta al risultato cercato. O

ikt
+F ) —

Proposizione 4.65 (Convergenza dei traslati).
Se f € LY(RYN) allora definiamo fn(z) = f(x — h). Si ha che

fe€ RY) e Jimlf = fuli =0

Dimostrazione.
Procediamo con un argomento per densita. Sia ¢ > 0 fissato e scegliamo ¢ € Co(RY)
tale che || f — ¢|l1 < &/3 e supp ¢ C Bgr(0) per qualche R > 0 (possiamo per la densita
delle continue a supporto compatto in LP (4.19)). Per il Teorema di Heine-Cantor ¢ &
uniformemente continua, quindi 36 > 0 tale che [z —y| < § = |p(x) —(y)| < &/(3M)
con M = |Br11(0)].

Osserviamo quindi che se |h| < min(d,1) (prendiamo quel minimo perché vogliamo
che il supporto di ¢}, rimanga entro Bry1(0)) allora

(@) —on(@)] < 537 = llo = onlloe < 537 = o —enl < 5

) — x — — — — —.

P Ph 3M ¥ — Phlloo 3M ¥ — Prll1 3
Osserviamo inoltre che || f — ¢|[1 = [|fn — @xll1 dato che la traslazione di entrambe non
ha effetto sull’integrale che definisce || - ||;. Abbiamo quindi

9
1F = fulls < IF =l + llo = onlls + lon = fulh <35 =

O]
Osservazione 4.66.
Per p # oo, se f € LP(R™) allora definiamo f5(z) = f(z — h). Si ha che

e F®Y) o Jmlf - fily =0
h—0

Dimostrazione.
Non abbiamo usato alcuna proprieta particolare della norma 1 se non il fatto che ||-||; <
Il - lloo, ma questo vale sostituendo 1 con un qualsiasi p (p # oo perché abbiamo usato la
densita delle continue a supporto compatto). O

Lemma 4.67 (Riemann-Lebesgue).
Se f € LY(R) allora

lim / f(t)et dt = 0.
R

A—00

Dimostrazione.
Data l'invarianza per traslazione dell’integrale di Lebesgue

/f(t)ei’\t dt = / f(t —h)e?rt=h g,
R R
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Scriviamo allora

/Rf(t)emt dt = </f it dt+/Rf(t—7> iA(t-%) dt):
=5 (=1 (=) ear

Passando dunque al modulo

0e arl < 3 [0 - 1 (1= F)|at = 50 = £l 0,

Definizione 4.68 (Nucleo di Dirichlet).
Definiamo 'n—esimo nucleo di Dirichlet come la seguente somma

Dn(t)= > e’
[k|<n

Lemma 4.69.
Pert # 0 vale la seguente identita

sin ((n + 3)t) .

D,(t) =
n(?) sin(§)
Dimostrazione.
Osserviamo che
2n i(2n+1)t _q iCn+ It _ —it)2
int _ i(k+n)t _ ikt _ € _¢€ 2 e
™ Du(t) = Z € —Ze T it 1 eit/2 _ e—it/2
|k|<n k=0
da cui o o
Do ez(n+§)t . 671(n+§)t sin ((n + %) )
n(t) = eit/2 _ o—it/2 B sm(g) ’

Osservazione 4.70 (Proprieta dei nuclei di Dirichlet).
I nuclei di Dirichlet sono funzioni pari e D,,(0) = 2n + 1. Inoltre

1" "
o ) Dl QWZ/ o EEE DI o=t

_ %,—/

|k|<n g 0<‘k|<” =2isin(7wk)=0

Osservazione 4.71 (Proiezioni ortogonali in termini dei nuclei di Dirichlet).
Possiamo scrivere le proiezioni ortogonali in termini dei nuclei di Dirichlet come segue:

snf(@) =Y fren(a) Z(;ﬂ " e dt)e“”:

|k|<n |k|<n
1" ik(—t) 74
=5 ] OB dt =
|[k|<n
_ L f() Do — 1) dt
27‘(‘ X .

Teorema 4.72 (Serie di Fourier nei punti di discontinuita).
Se f ¢é regolare a tratti allora

lim s, f(x) = %(f($+) + f(z7)),

dove come notazione poniamo f(z") = 5lim+ f(&) e similmente per f(x™).
£
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Dimostrazione.
Calcoliamo la proiezione ortogonale

1 T

, 1 & s di D,
Snf($) (4:71)27; f(t)Dn(x — t) dt = o f(:l? + t)Dn(*t)dt parita di D
71 o & 2m—periodi
= f(l"Ft)Dn(t)dt fez2 be odica
27T —TnT—X
= /W f(x+t)Dy(t) dt =
o o n -
11 /° 1 /7
=s| = | fl@a+t)Da(t)dt+ — / f(x 4 t)Dy(t)dt
217 J)_, T Jo

—f(z7)? —f(zt)?

Verifichiamo che il secondo addendo tende a f(z™), I'altro risultato si ottiene in modo
del tutto analogo:

+ Jo Dn(t)dt=1

) - i/oﬂf(x 0D, (1)t

:% /wa(er)Dn(t)dt—i/oﬂf(x+t)Dn(t)dt:
1 U

(4.69)

L / (F&t) = f(a+ 1) Dy ()t 2

[t o (w2 Y-
=g (t)
:% /Oﬂgw(t)sin (<n+ ;) t) dt =

™ .
= Qm <1 / 0 (t)el("Jr;)tdt) Riemann-Lebesgue 0’
0

T n—-+4oo

dove 'ultimo passaggio segue se g, € L. Per ipotesi f € C!, quindi g, ¢ C' su (0, 7). In
particolare sup g |f’| = M & ben definito. Per concludere che g, € L! basta osservare
che |g,| < 2M:

fah) - fla+t)

t = £(©) per € € (w7 +1),

) <7 Vte (0,m).

4.2.5 Serie di Fourier su pit dimensioni

Sia Q = [0,1)V C R¥. Definiamo come per il caso dell’intervallo il seguente prodotto
scalare su LZ(Q)

(f.g) = /Q f(@)g@)da

e come notazione scriviamo per k € ZV, z € RV
ek(x) _ 627rzk~:v

dove k- x = vazl k;x; ¢ il prodotto scalare canonico di RY.

Proposizione 4.73.
Gli e}, sono un sistema ortonormale al variare di k € ZN.
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Dimostrazione.
Calcoliamo

62ﬂik-a:672wih-zdx:/ 627Ti(k7h)'wd(£ _
Q

(er,en) =

627Ti(kj 7hj)(l?]' dx F':T‘

1

J
1

Il
o~ 5~
=

S—

eQ’IT’L(kj*hj)Ij dxj —

1 sek=h
Okj,h; =
0 sek#h

<.
Il
-

L

1

J
dove il penultimo passaggio deriva dallo studio nel caso unidimensionale. O

Notazione 4.74 (Coefficienti di Fourier e Proiezione ortogonale).
In analogia al caso unidimensionale, dati f € L%(Q) e k € Z" poniamo

fo={(fren)s saf =D frex,

|k|<n
dove |k| = Z;\Ll |k;| come di consueto.
Teorema 4.75 (Le proiezioni ortogonali convergono in LZ(Q)).
La successione s, f converge a f in LE(Q) e || fII3 = > ez~ |xl-

Dimostrazione.
Segue come nel caso di una dimensione a patto di verificare la completezza di {ey }rezv,
ovvero che

U Span ({ex }jkj<n) = LE(Q).

n>0

La dimostrazione di questo fatto non ¢ stata data e pertanto noi la omettiamo. O

4.3 Convoluzioni

Definizione 4.76 (Convoluzione).
Siano f € LY(RY) e g € LP(RY). Definiamo

(fxg)@)= [ flz—y)g(y)dy.
RN
La funzione f * g ¢ detta f convoluto g o la convoluzione di f e g.
Osservazione 4.77.
La mappa
RN xRNV — R
(@y)  — flz—y)g(y)

¢ integrabile. In particolare f * g € ben definita quasi ovunque.

o

Dimostrazione.
Sia ¢(x,y) = f(z — y)g(y), la quale & una funzione misurabile in quanto composizione e
prodotto di misurabili (3.55). Osserviamo inoltre che per ogni y € RY

[ etewlds = [ 11— ullawlds = ol [ 1@ =»ldz = a1 711
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dunque

[ wetwaidsas = [ 151 lo@wldy = 171, Lol

Allora ¢ € L'(RY x RY) per il criterio (3.96), quindi l'integrale che definisce f * g ¢
definito quasi ovunque. O

Teorema 4.78 (Norma-p della convoluzione).
Se f € LY(RN) e g € LP(RYN) allora f x g € LP(RN) e

1 *gllo < 111 1lgllp-

Dimostrazione.

Fissiamo ¢(z,y) = f(z — y)g(y). Consideriamo prima il caso di p = 1 e poi il caso
generale:

p = 1) Poiché ¢ € L'(RY x R¥) si ha per il Teorema di Fubini-Tonelli che per quasi ogni
x € RN & definita la mappa

frove— [ fao-vatidy € DERY),

Segue che

£ sl = [ N7 sa@lde= [[ 1ot s)ldvdz = gl

p > 1) Sia h(z) = (|f] * |g|P)(x). Poiché |g|P € L'(RY) abbiamo che h € L'(RY) per
(4.77), da cui [[hlly = | fll:llg”[lx = I fll1]lgl[} per il caso precedente. Se ¢ & quel numero
tale che 1/¢g + 1/p = 1 osserviamo che

(@ = 9)a) = |fz = )51 f@ = y)|7l9w)],

€L eLr

dove la seconda appartenenza deriva dal fatto che (| f(z — y)|%|g(y)|)p =1|f(z—y)|lgly)P
e 'integrando di h.
Calcoliamo |(f * g)(x)|:

f*g)( I—’/ f@—y)g(y)d ‘<

Holder

f/ F(@ — )e)ldy <
RN

<17t ([, =t dy)lz

—I£17 (h(z))?.

Segue quindi che

I eally= [\ egP@do < [ 117 oo~

1187 [ hia)de =

LA N gl =
= f1ElgllE,

da cui elevando a 1/p ricaviamo la disuguaglianza

1 gllp < 17121191l

come voluto. O
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Osservazione 4.79.
fxg=gxf

Dimostrazione.
Si tratta di un semplice cambio di variabili

(o)) = [ fa=aay "= [ g —w)-[ =1t = g+ 1))

Jacob.

O

Proposizione 4.80 (Convoluzione di Continua a supporto compatto e integrabile &
continua).
Siano f € Co(RYN) continua a supporto compatto e g € LY(RY), allora f * g € C(RY).

Dimostrazione.

Essendo f continua a supporto compatto essa € uniformemente continua per il Teorema
di Heine-Cantor, dunque per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che |z — 2| < § = |f(x) —
f(z")] < e. Dimostriamo che f x g & uniformemente continua, da cui seguira la tesi:

|f*g(z) = fxgla)] =

RN(f(fv —y) — f(z' —y)g(y)dy| <

lz—y—(2'—y)|=lz—a’|<s
<

< [ 1@ =)= £ =) la(w)ldy
<c [ lotwldy =<l

Essendo g € L' sappiamo che |g|j; ¢ un valore finito e quindi per avere I'uniforme
continuita di f * g basta scegliere il § di f corrispondente a /||g||1. O

Osservazione 4.81.

A patto di restringerci ad un intorno di x, la dimostrazione sopra funziona anche per
g€ L}OC(RN ). Chiaramente in questo caso la continuita uniforme di f % g non & garantita
dato che lequivalente di ||g||; potrebbe variare cambiando intorno.

Proposizione 4.82 (Convoluzione di C! a supp.cpt. e integrabile & C1).
Se f € CLRY) e g e LYRY) allora fxg € CLRN) e

of
Ox;

(f g) = *g.

o0x;
Dimostrazione.
Essendo f € Cé (RY) abbiamo che f e g—f sono continue a supporto compatto, dunque

f*ge 2L % g sono continue su RY per la proposizione precedente (4.80).

Per 11 teorema di Differenziabilita totale, per dimostrare la tesi basta dimostrare il
secondo punto. Infatti se questo vale, per quanto appena detto, avremo che le derivate
parziali di f % g sono continue. Per avere la tesi dunque basta mostrare che la quantita

R0 = |(f )+ hes) = (7 2 0)(@) 1 (5F <0) (@)
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€ un o-piccolo di h per h — 0.
Sviluppiamo R(h):

R(h) =

L (fatre =) = 1= =155 - ) st

/RN (h 01 of (z + the; —y)dt — h of (z — y)) g(y)dy‘ <

ox; Ox;
Y of of
< ) — - <
_IhI/RN/O 8mi(fﬂﬂthez Y) 8xi(x y)| dtlg(y)|dy <

w monotona positiva

<pl [ | [ wtniatiaty
<Jhl(sl (1) = w(0) 11 = 00) [ la(w)ldy =
=Ihf(Ib) gl = o(h)

dove w(t) & il modulo di continuita di %, che ¢ uniformemente continua in quanto

continua a supporto compatto. O]

4.3.1 Mollificatori

Definizione 4.83 (Mollificatore).
Una funzione p e detta mollificatore se

o p€CFRY)

¢« p>0

e esiste n € N'\ {0} tale che supp (p) € B1(0)
o [on p(z)dr = 1.

Sia p = p; un mollificatore tale che supp (p) C B1(0). Definiamo la seguente successione
di mollificatori

2|

pul) = plnajn’.

Osservazione 4.84.
La funzione p,, & effettivamente un mollificatore.

Dimostrazione.
Le prime due proprieta derivano da quelle di p, il supporto di p,, € il supporto di p scalato
di un fattore 1/n, in particolare supp (p,) € B1(0) e infine

—nz 1
| putadda= [ ptmaynt w2 [ ot ]M] dy=1.

O

Proposizione 4.85 (Approssimazione di L' con mollificatori).
Sia f € L' e consideriamo la successione data da p, * f. Si ha che p, x f € L'NC™ e
pn* f — f in L.

Dimostrazione.
Essendo p, € CF e f € L' troviamo da quanto gia detto (4.78) che p,, * f € L. 1l fatto
che sia C'*° deriva dal fatto che

0 ... 9
8:&1 395

2

0 0
(pn*f): (6561 ax?pn)*.ﬂ
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che vale applicando ripetutamente (4.82) e (4.78) alternando.
Verifichiamo ora la convergenza. Mostriamo cioe che la seguente famiglia di integrali va
a zero in n:

/RN lon % f = fldo = /RN ‘ /R _pula = y)f(y)dy — f(a)
/RN pr(@ =) f(y) — pu(z —y) f(x)dy

dr =

dr <

on(x — )| f(y) — f(@)|dydz £

- / pu(@)|If = Fulliduw.
|l <1/n

Ricordiamo (4.65) che ||f — fwll1 — 0 per w — 0, quindi per ogni € > 0 esiste ng € N
tale che se |w| < 1/ng si ha || f — fuwl|1 < e. Quindi se n > ng si ha che

[ Vous = flda < /|w|<1/npn(w)||ffw||1dw§ [ pawedn =,

jwl<1/n

da cui la tesi. O

4.4 Nozioni pratiche varie sugli integrali

Proposizione 4.86 (Integrale di Gauss).

/ e tdt = Nz

— 0o

Dimostrazione.
Consideriamo dapprima l'integrale

/ 67(12+y2)d3:dy.
R2

Passando alle coordinate polari

2 00
/ e*(ﬁ*yr“)dxdy :/ / efpzpdpdﬂ =
R2 o Jo

=— 7r/ —2pe_p2dp =
0

. =—-7m(0-1) =

=—qme f

=Tr.

Osserviamo pero che per il Teorema di Fubini-Tonelli

2
/ e*(I2+y2)dxdy = (/ e:”2d;v> </ edey> = (/ etht> ,
R2 R R R
o0 2 -
/ e Udt = / e~ (@*+y?) dedy = \/T.
— o0 R2

quindi
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Proposizione 4.87 (Integrale con forma quadratica def.pos. all’esponente).
Sia A € S(N,R) una matrice simmetrica definita positiva, allora se p4(x) =" Az ¢ la
forma quadratica indotta da A si ha che

N
/ e~ 304 gy — (2m) /2.
RN vdet A

Dimostrazione.
Sia M una matrice ortogonale che diagonalizza A%, cioe M~*AM = diag(\i, -+ ,A\y) =
DeMT = M~ In particolare M ¢ invertibile, sia quindi y = M ~'z. Vediamo che

N
$a(x) =" Av = (My)"TA(My) =y " (MTAM)y =y Dy = \iy.

i=1

Osserviamo che lo Jacobiano del cambio di variabili da r a y = M~z & |det M~1|~! =
| det M| =1, quindi
\I ly 1 2 N X 2
/ e~ 20a@) gy VT / 73 L AiYi .1dy:/ H(%’yidyF‘:T-
RN RN RN bt
N
— H \/>/ —t1 dt — H \/>\/7 —
(2m) /2 (27T)N/2
\/Hi:l \; C Vdet A
O

Proposizione 4.88 (Disuguaglianza di Wirtinger).
Sia I = [a,b] e sia u € C*(I) tale che u(a) = u(b) = 0. Allora si ha che

b b
1. Esiste ¢ > 0 tale che / lu(t)]2dt < 02/ [u' (t)|2dt
a a

2. ¢ = (b—a)/m é la scelta ottimale, ovvero ¢ la minima scelta affinché la disugua-
glianza continui a valere.

Dimostrazione.
Osserviamo in via preliminare che

b b—a L b—a
/af(t)dt:/o f(t+a)dt:/0 b—af< - ta>dt,

quindi supponendo che la tesi valga per I = [0, 7] si ha

b ™ _
[ wopa =" u(b%_a)
a b—a J T
T /7T b—a ,(b—a )
< U t—a
b—a J 0 s
_(b—a S /W o b_at—a
N s b—a 0
2
(b—a> bu’ |2dt
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e questa per ipotesi continua ad essere una maggiorazione ottimale. Supponiamo dunque
I = [0, 7] e quindi vogliamo mostrare che per ¢ = 1 abbiamo la maggiorazione e questa
e ottimale.

Estendiamo u a [—m, 7] in modo dispari:

() = { u(x) se x € [0, 7]

—u(—z) sex € [—m0)

Osserviamo che u € Cl([—m,7]) e dato che 0 = @(0) = u(n) = u(—7) con derivate
direzionali compatibili possiamo estendere w ad una funzione 2w —periodica su R di classe
C'. Possiamo quindi usare i risultati sulle serie di Fourier (4.54):

L, 1 [7 -
u:;bksm(kt), %/_W'“'Q dt:’;bieR

~ - . 1 T ~712 . 272
U =" kby cos(kt), %/Juw dt:;k b € R

k=1

Osserviamo allora che

T 1 [" Rk 1/ .
| i [ e =30 T A wnt =g [ pa [ ppa
0 T k=1 k=1 — 0

Vediamo infine che nel caso by = 0 per ogni k # 1 e by = 1 (cioé nel caso u(t) =
sin(t)) abbiamo una uguaglianza tra i due membri, quindi abbiamo una disuguaglianza
ottimale. O

Teorema 4.89 (Integrali radiali).
Data ¢ € L*([0,+0c0)) si ha che

/ o(|x|)dz :/ o(t)nw,t"dt,

n 0

dove w, = |B1(0)] = L{z € R™ | |z| < 1}), cioé il volume della palla di raggio 1 in n
dimensioni.

Dimostrazione.
Con un semplice cambio di variabili si vede che |B,(0)| = r"w,. Verifichiamo che la tesi
vale per ¢ = X[q,) funzione caratteristica dellintervallo [a, b] C [0, +00):

/ Xagy (|2])dz = / dz = |By(0) \ Ba(0)] = (0" — a")wn =
R™ a<]z|<b

o0
— / Xla,b] (t)nwntn_ldt.
0

Per la linearita dell’integrale abbiamo che la tesi vale anche per le funzioni semplici e
passando al all’estremo superiore raggiungiamo ogni funzione misurabile non negativa per
Convergenza monotona / Beppo-Levi. Applicando nuovamente la linearita dell’integrale
troviamo la tesi per ¢ € L' come voluto. O

Corollario 4.90 (Misura palla).
7rn/2

(n/2)F(n/2)

dove T'(x) = f0+oo t*~le=tdt ¢ la funzione T di Eulero.

wn = |B1(0)| =
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Dimostrazione.
S . _¢2 .
Consideriamo la funzione ¢(t) = e~*". Osserviamo che

1
—|gc\2 = —553—'— (21,)x,

dove I,, & la matrice identita di taglia n. Poiché 2I, & simmetrica definita positiva
possiamo applicare (4.87) e trovare

2 n/2 2n/2
/ e—|rc\2 _ ( 7T) _ n/2 __ 7_(_71/2.

T Jde2l) v

Applicando il teorema sopra (4.89) pero si ha che

—+o0 —+o0 2
/ e lel® :/ e nwnt"ldt = %wn/ e~ 12014t =
n 0 0

+0oo n
:—wn/ e s = §wnf(n/2).
0

2

Quindi
w2 = wnF(n/Q)g,

da cui la tesi. O

Osservazione 4.91.
Quando introdurremo le misure di Hausdorff vedremo che la quantita nw,r
sponde alla misura n — 1 dimensionale di 9B,(0) = {x € R™ | |z| = r}.

n=1 corri-
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Capitolo 5

Integrazione su k-Superfici e
Forme

5.1 Curve su spazi reali

Definizione 5.1 (Curva in R™).
Una curva ¢ una funzione v : [a,b] — R™ continua. L’immagine v([a,b]) ¢ detto il
supporto di v. Si dice che una curva «y &

e chiusa se y(a) = v(b)
e regolare se 7 € C! e 7/(t) # 0 per ogni t € [a, ]

e regolare a tratti se esistono t; < --- < ty € [a,b] tali che t; = a,ty = b e per
ogniie{l,---,N—-1}
¢ lare.
'y|[t1’7ti+1] & regolare
Osservazione 5.2.
Se v & regolare allora & localmente grafico di una funzione C?, cioe, a meno di rotazione
e traslazione, per ogni t € [a, b] esiste € > 0 tale che

Vte[t—et+e], ~(t)=(tu(t) conuecCH({—el+e),R").

Definizione 5.3 (Vettore tangente).
I1 vettore

0= Fogy €

¢ detto vettore tangente alla curva « in t. La retta
r(t) ={v(t)+X/(t) | A e R}
¢ detta retta tangente a ~ in t.

Definizione 5.4 (Vettore curvatura).

Il vettore
@) _"(1t) - ("), Te)T()

R(t) = =
' ()] ' (®)?

¢ detto vettore curvatura di v in ¢. Il suo modulo k(t) ¢ detto curvatura scalare di

v in t.

Osservazione 5.5.
Dato che T'(t) € S"~! si ha che (T'(t),T(t)) = 1, in particolare & costante. Osserviamo
dunque che

0= % (T(), T(1) =2 (T' (), T(1)),
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dove la seconda uguaglianza si ricava applicando la definizione di derivata. Dato che R(t)
e T'(t) sono proporzionali abbiamo mostrato che

R(t) L T(1).

Definizione 5.6 (Vettore normale).
Se n = 2 allora definiamo il vettore normale alla curva v in ¢ come

o= (0 )T

cioe la rotazione di —7/2 del vettore tangente.

Osservazione 5.7.

Se n = 2 allora R(t) = k(t)N(t) (a meno di questioni di segno).

Se n > 2 in generale sappiamo che #(t) € T(t)1. Possiamo definire il vettore normale
generale come

N(t) = c st

da cui la scrittura

R(t) = k(t)N(t) con k(t) > 0.

Definizione 5.8 (Curva biregolare).
Una curva 7y & biregolare se ¢ regolare e K(t) # 0 per ogni t.

Osservazione 5.9.
In R? questa condizione & molto restrittiva, ma per spazi di dimensione pit alta diventa
una condizione ragionevole.

Definizione 5.10 (Cerchio osculatore).
Il cerchio osculatore della curva v in ¢ € il cerchio che meglio approssima ~ vicino a
~(t), cioé che passa per (t), ha la stessa tangente e la stessa curvatura.

Osservazione 5.11.

La quantita
1

[r(®)]

coincide con il raggio del cerchio osculatore in ¢.

5.1.1 Riparametrizzazioni

Definizione 5.12 (Riparametrizzazione).
Siano y; : I; =& R™ e 75 : Is — R™ due curve e definiamo la seguente relazione di
equivalenza:

Y1 ~ 9 <= JY : I; — I continua, bigettiva e monotona t.c. 73 = 2 0 .

In questo caso affermiamo che v & una riparametrizzazione delle curve. !
Osservazione 5.13.
Se v1 e 72 sono come sopra allora hanno lo stesso supporto.

Osservazione 5.14.
Se 1 riparametrizzazione e crescente allora 1 e <5 hanno lo stesso verso, altrimenti vanno
in verso opposto.

Hn realtd si parla di riparametrizzazione anche quando ¢ non & monotona. Si richiede perd che
gli estremi dell’intervallo rimangano estremi (possibilmente scambiandoli), ciod ¥ (infl1) = inflz e
1 (sup I1) = sup I oppure ¢ (inf I1) = sup I2 e ¥(sup I1) = inf I>.
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Osservazione 5.15.
A meno del segno, T'(t) e K(t) non dipendono dalla parametrizzazione.

Dimostrazione.
ot ha che () )
N 7 _
A0 =501 = mewoee) = 200
e similmente per &(t). O

5.1.2 Giunzione di curve, omotopia e gruppo fondamentale

Definizione 5.16 (Giunzione di curve).
Dato due curve 7, : [0,1] = R™ e 42 : [0,1] — R™ tali che v;(1) = 42(0) definiamo la loro
giunzione come la curva v : [0,1] — R™ data da

= ~1(2t) se t €0, 3]
= V22t —1) sete[3,1]

Notazione 5.17.
Data una curva v : [0,1] — R™ definiamo 7 : [0, 1] — R™ come

y(t) =~(1 1)

Dato che (1 —t) € C([0,1],]0,1]) & una funzione decrescente abbiamo che il supporto di
7 e 7 coincide, ma vengono percorse in versi opposti.

Definizione 5.18 (Omotopia a estremi fissati).
Date due curve 7o, : [0,1] = A C R™ tali che v4(0) = 11(0) = a e (1) = 11(1) =
affermiamo che sono omotope a estremi fissati in A se esiste

H:[0,1] x[0,1] = A
continua tale che per ogni t,s € [0, 1]
(t O) - ,70( ) H(t’ 1) = 71(t)v H(O,S) =a, H(17S) =b.

La mappa H & detta omotopia (a estremi fissati) tra vy e ;.
Se 7o & omotopa a +y; scriviamo g ~ ;2

Dato che 'omotopia in senso generale tra cammini restituisce equivalenze poco interes-
santi, quando affermeremo che due cammini sono omotopi intenderemo sempre omotopi
a estremi fissi se non altrimenti specificato.

Osservazione 5.19.
Posso sempre supporre che H abbia la stessa regolarita di vg e 7.

Dimostrazione (Intuizione).
IDEA: Data una omotopia, se si presentano degli angoli strani, dato che siamo in un
aperto, possiamo modificarla leggermente per regolarizzare quei tratti. O

Definizione 5.20 (Semplice connessione).
Un aperto A C R” si dice semplicemente connesso se ogni curva chiusa v : [0,1] — A
con v(0) = (1) = zp € A & omotopa con estremi fissi alla curva costante xo(t) = .

2Se si presentera ambiguit rispetto a quale relazione di equivalenza & attualmente in esame scriveremo
Yo =~ 71 per la relazione di equivalenza omotopica.
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Osservazione 5.21 (Semplicemente connessi nel piano).
Un aperto A C R? & semplicemente connesso se e solo se per ogni curva semplice
(iniettiva) chiusa v : [0,1] — A abbiamo

A 2 int(y),

dove int(y) & la componente connessa limitata di R? \ Imm~.?
Intuitivamente A & semplicemente connesso se non ha “buchi”.

Definizione 5.22 (Gruppo fondamentale).
Sia xg € A e consideriamo 'insieme

Cay = {7:[0,1] = A curva [ 1(0) = (1) = o).

Se ~ ¢ la relazione “essere omotope a estremi fissati in A” poniamo

(A, z0) = Cg/.

Osserviamo che C, € chiuso sotto I’operazione di giunzione e che questa passa bene alle
classi.

L’insieme 71 (A, xp) dotato dell’operazione indotta dalla giunzione ¢ detto gruppo fon-
damentale di A (relativo a z).*

Osservazione 5.23.

La scelta di z fissa solo la componente connessa per archi che stiamo studiando, cioe
variare z( nella stessa componente connessa lascia 71 (X, zg) invariato a meno di isomor-
fismo. Se supponiamo A connesso per archi allora ha senso scrivere 71 (A) se ci interessa
solo la struttura astratta di m1(A).

Osservazione 5.24.
A & semplicemente connesso se e solo se w1 (A) = {0}.

5.1.3 Lunghezza di una curva
Ricordiamo la seguente

Definizione 5.25 (Partizione di un intervallo).
Dato un intervallo [a,b], una sua partizione m = {tg, - ,txy} € un insieme finito di
punti dell’intervallo tale che tg = a, ty = b e t; < t;41 per ogni .

Definizione 5.26 (Lunghezza di una curva).
Definiamo la lunghezza di una curva v come

_SUP{ZV (tiv1) —(t )} [0, +0o0],

dove lestremo superiore si considera rispetto alle possibili partizioni # = {tg, - ,ty} di
la, b].
Una curva v & rettificabile se L(vy) € R.

Osservazione 5.27.

L() non dipende dalla parametrizzazione della curva, infatti cambiare parametrizzazione
ha come effetto spostare i punti della partizione, ma dato che facciamo il sup su tutte le
partizioni questo & ininfluente.

Teorema 5.28 (Le curve C! sono rettificabili).

Data v € C! essa ¢ rettificabile e L(~y / |y (x)|dz.

3Ad essere pignoli dovremmo prima dimostrare il teorema delle curve di Jordan.
4Buona definizione e altre questioni sono delegate al corso di Geometria 2.
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Dimostrazione.
Mostriamo la doppia disuguaglianza:
<) Fissiamo 7 suddivisione di [a, b]. Per il teorema fondamentale del calcolo integrale

tig1 tit1
[l < [T o

ti t'i

[v(tiv1) —y(ti)] =

Sommando al variare di 7 abbiamo
b
>t 2wl < [ 1y olat
i a
ma dato che 7 ¢ arbitraria vediamo che

b
L) =sup 3 [y(tn) = 9(6) < [ @)

>) Fissiamo ¢ > 0. Essendo v € C'([a,b]), abbiamo che 4" & continua su [a,b] e quindi
per Heine-Cantor anche uniformemente continua. Allora 3 t.c. |z —y| < § =
|v(z) —v(y)| < e. Consideriamo quindi 7. tale che max{¢;+1 — t;} < d, in modo tale che

V() =~ (s)| <e  Vs,t€[titiy1]-
Abbiamo dunque che
ti ti
At) =t = [ Odt= [ 00 = @)+ )t~ )
ti—1 ti1

per ogni s € [t;—1,t;]. Spostando i termini e passando ai moduli

<

Ot = i) = [y(6) =2t — [0 = (o)

ti—1

<y(ts) = y(tioo)| + et — ti1).
Segue che

- ti —ti—1

Integriamo in s € [t;_1, t;]

/ "W (8)lds < () —(tir)| + et — tioa).

ti—1

Sommiamo ora sulle 7:

b
[ ks < 3 t) = (ti-n)| + 20— a) < L)+ a).

b
Ma e & arbitrario, quindi abbiamo / Iy (t)|dt < L(v). O

Osservazione 5.29.
Il risultato ¢ vero anche nel caso di curve lipschitziane.

Osservazione 5.30.
L(y) NON misura la “lunghezza del supporto”. Se  non & iniettiva allora L(y) restituisce
una misura “con molteplicita”.
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Osservazione 5.31.
Se 7y : [a,b] = R™ & una curva e a < ¢ < b allora, ponendo y; = 7|[a § ey = 'y|[c )’ si ha

che
L(y) = L(m) + L(y2)-

Esempio 5.32.
Nel caso v : [a,b] — R? con v(t) = (t, f(t)) per qualche f : [a,b] — R derivabile abbiamo

b b
uw:/wmw:/wﬂﬂﬂm%.

Esempio 5.33.
Data p(0) : [61,02] — [0, +00) continua consideriamo la curva

¥(8) = (p(0) cos 8, p(0) sin B).

Se p € C! abbiamo v € C', da cui

02
Mw:/\www:

01

= " V(¢ (0) cos 8 — p(6) sin0)2 + (o' (A) sin 6 + p(0) cos 0)2dH =
01

02
= [ Vrar .

Definizione 5.34 (Parametrizzazione di una curva per lunghezza d’arco).
Sia v : [a,b] — R™ una curva e consideriamo la funzione

dw:/hﬁwt

Osserviamo che s : [a,b] — [0, L(7)] & una funzione strettamente crescente (e quindi
invertibile). Definiamo la parametrizzazione di v per lunghezza d’arco come

¥=n~o0 sL: [0,L(y)] = R™.

Osservazione 5.35 (Proprieta fondamentale delle parametrizzazioni per lunghezza d’ar-

;?# ¢ la parametrizzazione per lunghezza d’arco di « allora |3/(¢)|] = 1 per ogni ¢ €
[0, L(v)].
Dimostrazione.
Calcoliamo
(0] = [y (5™ ) e | = 1

Y (s=1(1)]

5.2 Integrazione lungo curve

Definizione 5.36 (Integrale lungo una curva).
Sia v : [a,b] — A una curva regolare a tratti con A C R™ aperto. Se f: A — R &

continua definiamo .
[ 1= [ ok @i
v a
Osservazione 5.37.

La definizione & invariante per riparametrizzazione crescente e cambia segno per ripara-
metrizzazione decrescente.
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Definizione 5.38 (Campo di vettori).
Un campo di vettori ¢ una mappa

v:A—R"

continua, dove A C R™ aperto. Spesso scriveremo v al posto di v(z). Come notazione
standard scriviamo
v(z) = (vi(@), -+, vn(2)).

Definizione 5.39 (Lavoro).
Dato un campo di vettori v : A — R™ e una curva 7 : [a,b] — A definiamo il lavoro di

v lungo v come
b
[v=[o1= [ o)
¥ ¥ a

dove T'(t) ¢ il vettore tangente T'(t) = %

Osservazione 5.40 (Lavoro e riparametrizzazioni).
Il lavoro & invariante per riparametrizzazioni crescenti e cambia segno per riparametriz-
zazioni decrescenti.

5.2.1 1-Forme differenziali

Possiamo riformulare i campi di vettori in termini di quelle che chiameremo 1—Forme
differenziali. Dato che lavoriamo in R™ vedremo che i due concetti sono del tutto equiva-
lenti, ma quando tratteremo generalizzazioni di questi concetti il linguaggio delle forme
risulta essere molto piti comodo.

Definizione 5.41 (Covettore).
Un covettore ¢ un funzionale L € (R")* lineare e continuo.

Osservazione 5.42.
Per ogni covettore L esiste un unico v € R™ tale che L(x) = (v, z), in realta (R™)* = R™.

Fatto 5.43 (Teorema di Riesz).
Se X e uno spazio di Hilbert allora X* = X.

Osservazione 5.44.
Non tutti gli spazi di Banach sono tali che X* & X.

Notazione 5.45 (Base duale canonica).

Siano dz; € (R™)* i funzionali definiti da dx;(v) = (e;,v) = v;. Sivede che {dz1,--- ,dx,}
& una base di (R™)*.

Definizione 5.46 (1-Forma differenziale).

Una mappa w : A — (R™)* si dice 1—Forma differenziale su A.

Definizione 5.47 (Campo vettoriale corrispondente a forma).
Per ogni 1-forma possiamo scrivere

n

w(z) = Z ci(z)dx;.

i=1

Il campo vettoriale corrispondente alla 1-forma w & dato da

c(x) = (c1(@), -~ s enl®)).

Definizione 5.48 (Integrale di una forma).
Se w & una 1-forma differenziale continua e v : [0,1] — A & una curva regolare a tratti
allora definiamo il suo integrale come

L w— / = (1) - ()t = / 1 écm))fg (1),

dove c € il campo vettoriale corrispondente a w.
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Osservazione 5.49 (Scorciatoia formale).
Formalmente & come se ponessimo

dvi
x=~(t), dx;= 7 dt.

Definizione 5.50 (Differenziale).
Data f € C'(A) definiamo il suo differenziale come

df(x) = gj dz;.
=1

7

Osservazione 5.51.
Il campo di vettori associato al differenziale ¢ il gradiente.

5.2.2 Forme Esatte e Chiuse

Definizione 5.52 (Forma esatta).

Una 1-forma continua w si dice esatta se 3f € C1(A) tale che w = df.

Se w ¢ esatta il suo campo di vettori associato ¢ detto conservativo.

La funzione f & detta primitiva della forma w o potenziale del campo di vettori
associato.

Definizione 5.53 (Forma chiusa).

Una 1-forma w = Y_" | ¢;dz; di classe C' & chiusa se per ogni 4,j € {1,--- ,n} si ha
8ci o aCj
6$j o 83%

Il campo di vettori associato ad una forma chiusa e detto irrotazionale.

Osservazione 5.54 (Esatte regolari sono chiuse).
Se w & esatta e di classe C! (ammette primitiva f di classe C?) allora per il Teorema di
Schwarz si ha che w € chiusa.

Osservazione 5.55 (Integrali di forme esatte).
Se w e esatta allora per f primitiva si ha

[ =60 - 16:0).

In particolare se v € una curva regolare chiusa allora

/w:0.
~

Dimostrazione.
Segue calcolando

[o=[a= [ Ve oa= [ Lramu=6m) - r6o),

0
dove 'ultimo passaggio e il teorema fondamentale del calcolo. O

Proposizione 5.56 (Esistono forme chiuse ma non esatte).
La forma
-y
242 T2
(definita su R? \ {0}) & chiusa ma non esatta.

wo(z,y) dy
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Dimostrazione.
Consideriamo la curva chiusa

~(t) = (cost,sint) t € [0,2n].

Se wq fosse esatta dovremmo avere f,y wo = f((1,0)) — f((1,0)) = 0 per una ipotetica
primitiva f, eppure

27 -y
Leo= [ (727 ) -y =
ot 0 242
_ 2”; —sint\ (=sint)
~Jo sin®t+cos2t \ cost cost o
_,_/

=1
27
= / sin?t + cos? tdt =
0
=27 # 0.

Osserviamo pero che wy € chiusa, infatti
0 —y B y? — 2 0 x
Oy \ a2 + ¢2 B (22 4 42)2 T Oz w2492 )"

Cerchiamo di caratterizzare le forme esatte:

Teorema 5.57 (Caratterizzazione delle forme esatte su aperti).
Sia w : A — (R™)* una forma continua su A CR™ aperto. Le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

1. w ¢ esatta

2. Se 1 eya sono curve tali che ¥1(0) = 12(0) e v1(1) = v2(1), allora

3. Se vy é una curva chiusa, /w =0.
2t

Dimostrazione.
1 = 3) Sia f una primitiva di w. Se v & una curva chiusa allora v(0) = (1), quindi

/wszm»—fwanzo

3 = 2) Definiamo v = v; * 73 la giunzione dei due cammini (dove ¥(t) = ¥(1 — t)).
Osserviamo che 7 & una curva continua chiusa (per la continuita abbiamo percorso o al
contrario e abbiamo sfruttato che hanno gli stessi estremi), quindi

O:/w:/w—/w=> wz/w,
Y 71 2 71 Y2

dove per spezzare 'integrale sui pezzi di v abbiamo usato 'invarianza per riparametriz-
zazioni monotone con opportuno segno (5.40) e ladditivita dell’integrale sul dominio.

2 = 1) Proviamo a costruire una primitiva di w. Fissiamo z¢ € A e senza perdita di
generalita supponiamo che A coincida con la componente connessa che contiene zg (se ci
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sono pill componenti connesse basta costruire una primitiva su ogni componente e unire

i domini). Poniamo
f@ = [ w

dove 7, € una qualsiasi curva da x¢ a x (la condizione (2) garantisce che U'integrale non
dipende dalla curva che abbiamo scelto).
Se w = > ¢;dx; vogliamo verificare che - af = ¢

i (., 2)
= lim — w — w| =
h=0 1\ Sy pa Yo

dove v, (t) = = + te; per t € [0, h], infatti v, * vy, & un cammino da x a = + he;, quindi
f7 ey, W = f(z + he;) per quanto detto. Osservando che v} (t) = e; si ha che

h
8% = ilng%) h/ w= hm ; ci(x + te;)dt = ¢;(x),
e(vn)

dove 'ultimo passaggio € il teorema fondamentale del calcolo. O

5.2.3 Casi in cui Chiusa implica Esatta

Proposizione 5.58 (Forme chiuse su curve Omotope).
Siano yo,71 : [0,1] = A curve con gli stessi estremi e sia w una forma chiusa su A. Se
Yo €1 sono omotope (yo ~ 1) allora

/ W= / w.
Yo 71
Dimostrazione.

Sia H una omotopia da g a 1. Se poniamo v4(t) = H(t, s) allora basta mostrare che

s

& costante in s. Verifichiamo che la sua derivata in s & nulla, cioe che

0 / 0
/ S) = — w = 7/ w = O.
f ( ) aS Yo 88 H(t,s)

La parte rimanente della dimostrazione ¢ un conto. Per semplificare la notazione e (cer-
care di) non perdere indici per strada facciamo il caso di n = 2:

Siano w = adx + bdy e H = (H*', H?). Poiché possiamo approssimare uniformemen-
te mappe continue con mappe C?° supponiamo H € C?. Per semplicitd notazionale

5 . . .
per esempio con delle convoluzioni
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indicheremo le derivate parziali mettendo la variabile al pedice

f'(s) :58/0 (w(H(t,s))).thtzaas/o (a(H', H?),b(H', H?)) - (H}, H?) dt =

1
:/0 (arHy + ayH by Hy + by HY) - (H; HY) + (a,0) - (Hy, HE)dt =

1 Schw
= /0 (a HIH} + ay H2H}) + (b HLH? + b, H2H}) + aH}, + bHZ dt * ="

1
— [ (o ] 0 HEHY) + a2 — o HE L
0

+ (b HH? + b, H}H?) — b, H H? + b, HH} + aH}, + bHZ,dt =

1
G,
— ((a,b) - (HY, H?)) + a,H*H} — a,H?*H} — b, H' H?> + b, H' H?dt =
s s Y-+s t Yyt s t s S t
0

ot
= a(H(1,s)H}(1,s) —a(H(0,s))H!(0,5)+
=0
+b(H(1,8))HZ2(1,s) — b(H(0,5))H?(0,s)+

=0

1
+ [ oy~ boyti? — i =0,
0 N=——
=0
dove per le cancellazioni dei termini di bordo abbiamo usato il fatto che H € una omotopia
a estremi fissi, mentre a, = b, per definizione di forma chiusa. O

Corollario 5.59 (Forme chiuse con integrale nullo su generatori del 71 sono esatte).
Se A ¢é connesso e [y1], -+, [yn] sono dei generatori di w1(A), se w é una forma chiusa
abbiamo che
Vie{l,--- ,N} / w=0 = w esatta.
Vi
Dimostrazione.
Segue dalla Caratterizzazione delle forme esatte su aperti e dalla proposizione sopra. [

Osservazione 5.60.
Se v € una curva omotopa alla curva costante e w e una forma chiusa allora fv w=0.

Osservazione 5.61.
Se A & semplicemente connesso e w € una forma chiusa su A allora w & esatta.

Osservazione 5.62.
Se A CR? non ¢ semplicemente connesso allora esistono delle forme chiuse non esatte.

Dimostrazione.
Consideriamo una curva di classe non banale in 71 (A). Possiamo definire la nostra forma
come una variante di quella nella proposizione (5.56). O

Proposizione 5.63 (Forme chiuse su curve chiuse Omotope).
Se vy ey, sono curve chiuse omotope come curve chiuse® e w é una forma chiusa allora

Yo 1

6Esiste una omotopia H : [0, 1] x [0, 1] — R™ che porta la prima nella seconda tale che s (t) = H(s,t)
& sempre una curva chiusa.
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Dimostrazione.
Sia 6(t) = H(0,t) = H(1,t). Per la continuita di H questa ¢ una curva. Osserviamo ora
che 79 ~ & 1 * 0 con estremi fissati (gli estremi in questione sono H(0,0) = H(0,1)).
A meno di riparametrizzare possiamo supporre § xy; ¥ § C! a tratti.

Per concludere basta osservare che

0
YO Oxy1%0 Y1 %4 Y1 Costante

dove per cambiare le curve su cui integriamo si usa la chiusura di w e la proposizione
(5.58). O

5.3 Teorema di Gauss-Green

Il teorema di Gauss-Green e una generalizzazione del teorema fondamentale del calco-
lo che ci permette di relazionare 'integrale delle derivate parziali su un dominio con
I'integrale della funzione sul bordo del dominio.

Definizione 5.64 (Domini normali e regolari).
Sia D C R? un insieme chiuso senza punti isolati. Affermiamo che D &

e normale rispetto a z se esistono f,¢g: [a,b] — R tali che f <ge
D ={(z,y) | f(z) <y < g(x), x € a,b]}
e normale rispetto a y se esistono f,g: [a,b] — R tali che f <ge

D ={(z,y) | fly) <z <g(y), y € [a,b]}

e normale regolare se ¢ normale rispetto a z o y e f,g € C!
e regolare se ¢ unione finita di insiemi normali regolari con parte interna disgiunta.

Osservazione 5.65.
L’idea dei domini regolari & caratterizzare le regioni per le quali possiamo parametrizzare

il bordo.

Osservazione 5.66.
Se D & regolare allora 0D ¢ C! a tratti (cio¢ ¢ unione finita di supporti di curve C*).

Osservazione 5.67.
OD & unione finita di curve chiuse C! a tratti.

Definizione 5.68 (Bordo orientato).
Dato D regolare, parametrizziamo le curve chiuse che formano dD in modo che”

sgn (T'(v,1) x N(v,1)) = -1

per ogni curva 7 che costituisce D (con N indichiamo il vettore normale che ESCE da
D), cio¢ in modo tale che il vettore tangente e il vettore normale uscente da D abbiano
sempre lo stesso orientamento relativo.

L’orientazione cosi definita si dice orientazione positiva di 9D.

Per indicare che al bordo & stata data l’orientazione positiva scriviamo 8% D al posto di
oD.

Teorema 5.69 (Teorema di Gauss-Green).
Siano D C R? regolare e f, P,Q € C'(A) con D C A aperto. Allora vale quanto seque:

"Ricordo che stiamo usando la definizione 2D del prodotto vettore, la quale restituisce un numero
reale, non un vettore.
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0
Bf dxdy = / fdy

. / —dxdy = — fdz
p 9y o+D

° / <8Q — 8P> dxdy = / Pdz + Qdy.
p\dz Oy o+D

Dimostrazione.

Dimostriamo solo la prima affermazione: la seconda si ottiene in modo del tutto analogo
e la terza e equivalente alle prime due messe insieme. Mostriamo la tesi prima per domini
normali rispetto ad una variabile e sfruttando questo risultato ricostruiamo il teorema
per domini regolari.

D normale rispetto a y) Siano h, g : [¢c,d] — R tali che

D ={(z,y) € [a,b] x [¢,d] | h(y) < = < g(y)},

dove a = min h(y) e b= max g(y).
y€lc,d] y€lc,d]

Vediamo che 87D & composto da 4 curve:

n(x) = (z,0), %) =Wy, 7s@)=(2d), 7i)=(h(y)y),

dove 71 e 73 hanno [a, b] come dominio e v2 e 7z sono definite su [c, d].
La tesi segue calcolando:

mpfdy:é/%fdy:[hfdw/ fdy—/%fdy—[mfdyz

/bf('Vl 0dt+/ f(g S1dt+
/f%), -0dt — /f Sdt =

=/ Flg(),y) = F(h(y),y)dy =
L
h(y) ax p Oz’
D normale rispetto a x) Siano h, g : [a,b] — R tali che
D ={(z,y) | h(z) <y < g(x)}.
Come prima 87D & composto da 4 curve

() = (2, h(x)), 7)) =(by), 73(2)=(r,9(x)), Fi(y) = (a,y).

Vorremmo ricondurci ad un caso simile al precedente. A questo scopo definiremo una
particolare forma esatta tale che abbia fdy come componente. Cosl facendo potremo
integrare 1’altra componente che rispettera ipotesi pit simili al caso precedente.

Introduciamo la seguente mappa F' : D — R:

F,y) = /

dove quindi 7, ,) ¢ il cammino da (a, h(a)) a (z,y) contenuto in D che passa prima lungo
~1 e poi sale con un segmento. Osserviamo che

%(fﬂ,y) = f(x,y)

fdy:/a f(t, h(t))h’(t)dt+/h(r)f(:c,t)dt

(z,y)
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e che

e0e (z+e) h(z)

g—F(x,y) =f(z, h(z))h'(z) + lim 1 </y flx+e,t)dt — ! f(x,t)dt) =
€T h

=f(z, h(z))h' (z) + lim 1 (/hy flx+e,t)dt — /hv flz,y)dt+

e=0¢€ (z+¢) (z+¢)

+/h [, t)dt — f(x,t)dt> =

(z+e) h(z)

_ h(x)
=/ (z, h(x))h'(x) + lim Pt f(x’t)dtﬁ—l/ f(z, t)dt =
e=0 Jh(z) € h(z+e)
voaf
~f T+ [ 5 bt - fle i T -
h(z) OF
_[" oFf
oy B = (z, t)dt.

Si ha dunque che

or or voof
v= oz
h(z) OT

—(z, t)dt) dz + fdy.

Chiaramente questa forma & esatta e, dato che F & C?, abbiamo che & anche chiusa
(5.54). Osserviamo dunque che

y
/ dF =0 = fdy = —/ of —(z,t)dt | du.
o+ D o+ D o+D \Jn() 0T

La tesi segue sviluppando questo integrale:

fdy = / (z,t)dtde =
o+ D Z h(z) 31’

h(u)
/ / (u,t) dtldu—/ / or (b, t)dt0du—+
h(u) Ox h(b)

stessi estremi —> 0

9(u) 9 (‘3f
/ / (u,t) dtldu+/ == (a, t)dt0du =
h(w) 395 ¢ Jnia) Ox

g(u)
:—0—o+/ / —(u,t)dtdu—t—OF‘:T‘
h(u) Ox

_ [ o
—/D %dxdy.

D regolare) Scriviamo D = |J;_; D; con D; normali regolari con parti interne disgiunte.
Osserviamo che

mentre per 'integrale di bordo abbiamo

fdy*Z/ iy~ >/

+ + +
o+D Py D;Nd+D;

N
fdy;/aw fdy

=0

Per i punti precedenti abbiamo la tesi. O

126



Grazie al teorema di Gauss-Green possiamo dedurre risultati importanti su divergenza e
rotore:

Definizione 5.70 (Divergenza (caso 2D)).
Sia D C R? regolare e sia F : A — R? con A O D aperto un campo di vettori. Se
F = (Fy, F») allora la divergenza di F' ¢ definita come

8F1 %“:nv . F

Definizione 5.71 (Flusso di un campo di vettori).
Sia D C R? regolare e sia F': A — R? con A D D aperto un campo di vettori. Definiamo
il flusso di F' attraverso dD come

F-N
oD

dove N ¢ il vettore normale a 9D uscente da D.

Teorema 5.72 (Teorema della divergenza (caso 2D)).
L’integrale della divergenza su un dominio regolare coincide con il flusso attraverso il

bordo del dominio:
/ dz’v(F):/ F-N
D oD
Dimostrazione.

Per il Teorema di Gauss-Green abbiamo che

F F:
/dm(F): of | @:/ Fidy — Fyda.
D p Ox p 0y otD

Dato che D & regolare sappiamo che 9D ¢ unione finita di curve chiuse ~; (t) = (x;(t), yi(¢)).
Osserviamo che i vettori tangenti e normali a queste curve sono dati da

Ti(t) = W](x;,yn, Ni(t) = wl—{‘w;(t), (1)),

Possiamo quindi scrivere

/ dl’U Z/ Fl Inyz FQ(‘Thyl)I dt =

Fi(xi,v:)y; — Faxs, ys) 2}
_z / fot Iy (1)) dt =

= F-N.
oD

Definizione 5.73 (Rotore (provvisoria)).
Dato un campo di vettori F' = (F, Fy), il suo rotore ¢ dato da
oF, 0OF;

La definizione ¢ provvisoria perché 1’espressione pura del rotore ¢ 3D.

Teorema 5.74 (Teorema di Stokes (Caso 2D)).
L’integrale del rotore su un dominio regolare coincide con il lavoro lungo il bordo del

dominio: OF OF
rot(F) = | =2 - 21— Fidz + Fady.
/D ( ) p Ox dy 8+D ! 2
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Dimostrazione.
La tesi e equivalente alla tesi del Teorema di Gauss-Green. O

Osservazione 5.75 (Campi irrotazionali su semplicemente connesso ammettono potenzia-

le).
Si ha che F' ¢ irrotazionale, cioe Fydzx + Fydy e chiusa, se e solo se % — 80—1;1 =0 e quindi

per ogni D regolare
atD

Se A e semplicemente connesso allora ogni curva chiusa = la posso vedere a meno di
omotopia come bordo di un dominio regolare, quindi

/Fldac + Fody =0 = Fidx + Fydy e esatta.
y

Osservazione 5.76.
In R? il teorema della divergenza e il teorema di Stokes evidentemente equivalenti, ma
salendo di dimensione le tesi non sono pit equivalenti.

Proposizione 5.77 (Formula dell’area).
Se D ¢é un dominio regolare

1
|D| = / xdy :/ —ydx = 7/ —ydx + xdy.
o+D o+D 2 Jo+p

Dimostrazione.
Siano fi(x,y) = x e fa(x,y) = y. Osserviamo che % =1le %—’;2 = 1, quindi per il
Teorema di Gauss-Green

/ —ydx:/%:\Dli/%:/ xdy.
o+ D p Oy p Oz o+ D

L’ultima formula si ricava sommando le due sopra e dividendo per 2. O

Teorema 5.78 (Disuguaglianza Isoperimetrica).
Sia D un domino regolare di R? con bordo di lunghezza 27 e omeomorfo al disco D?.
Allora ha area minore o uguale a 7 e vale l'uguaglianza se e solo se D é un disco.

Dimostrazione.
Sia v la parametrizzazione di 7D per lunghezza d’arco e scriviamo

~(t) = (z(t),y(t)), con t € [0, 27].

Dato che |y/(t)] = 1 per ogni t € [0,27] (5.35), si ha che |¢/(t)]> = 1. Da questa
osservazione segue che

27 27 27
L D) = L(y) = / | dt = / Iy 2dt = / (2(1)® + (/ (1))%dt.

Dalla Formula dell’area si ha che

Area(D) = //D dxdy = ;[/xdy — ydx = ;/0% z(t)y (t) — y(t)z'(t)dt.

Poniamo 2(t) = z(t) +iy(t) € C3 (R, C), che posso pensare come funzione 2w —periodica
da R a R?. Possiamo riscrivere le formule sopra come

L(6+D):/O Wz’(t)z’(t)dtz/o ﬂ\z’(t)|2dt
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Area(D) = % /0 T Sm(z() (6)dE = Sm (; /O Qﬁ z(t)z’(t)dt) ,

dove le sopralineature indicano il coniugato complesso.
Data la regolarita e periodicita di z(t), possiamo definirne la serie di Fourier

. 1 4 .
z(t) = E cre™ con ¢ = by z(t)e ™ dt.
kEZ -

Segue immediatamente che

2 (t) = Zikckeikt.

kEZ

Sfruttando le scritture per lunghezza e area in termini di z e ricordando il teorema 4.49
troviamo

1 2w
L(OTD) = 27r2— / |2/ (t)|2dt = QWZ E%|cx|?
T Jo kez

1 2w
Area(D) = Sm (“ : 5/ z(t)z’(t)dt> =79m (Z z'k‘ckck> =7y kel
T 0 k€T kez
Dato che L(0T D) = 2 si ha che

> Kl =1,

kEZ

Zk"ck‘g < ZkQ‘C;C‘Q =1,

kEZ keZ

e dato che

si ha che Area(D) <7 - 1.
Osserviamo inoltre che I'uguaglianza vale se e solo se ¢, = 0 per ogni k # 0, 1, cioe se
e solo se z = ¢ + c1e®, cioe y(t) = (zg + Rcos(t),yo + Rsin(t)), cioe D ¢ un disco. O

5.4 Forme particolari

Proposizione 5.79 (Forme con simmetria radiale).
Sia w =Y Ai(z)dz; con Ai(z) = a(|z|)z;. Abbiamo allora che w ¢ esatta in R?\ {0} e
ha come potenziale U = ¢(|z|) con ¢'(t) = ta(t).

Dimostrazione.
Sia ¢ la primitiva di ¢ — a(¢)¢. Si ha che

ou ! T ()22 = a(jz])as = Al
372,(33)—¢(|x|)‘x| = Jefal(] DM (lzDzi = Ai(z),

cioe dU = w come voluto. O

Definizione 5.80 (Armoniche coniugate).
Sia U : Q — R una mappa armonica (AU = 0). Se V & un’altra tale mappa armonica e

VU -VV =0
allora U e V si dicono armoniche coniugate.

Proposizione 5.81 (Mappe armoniche di classe C? ammettono armoniche coniugate).
Sia Q@ C R? semplicemente connesso e consideriamo una mappa U : Q — R con U €
C?(Q) armonica (AU =0). Allora esiste V tale che VU - VV = 0.
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Dimostrazione.
Consideriamo la forma

oU ou
= —8—yd;v + %dy.

Osserviamo che se questa ammette primitiva, questa avra necessariamente gradiente
ortogonale a quello di U:

(5) (3) - (5,) (5x) =

Dato che € ¢ semplicemente connesso, basta mostrare che la forma ¢ chiusa (5.59). Dato
che U ¢ armonica si ha che

oz Oy Ay oy ) 0Ox\ox)’

cioe w e chiusa come volevamo. O

Osservazione 5.82.
Se Q non ¢ semplicemente connesso allora non ¢ detto che w sia esatta, per esempio la
forma che costruiremmo dalla seguente mappa armonica non e chiusa:

U = log(z? + y?).

5.4.1 Forme del piano meno l’origine
Definizione 5.83 (Primo gruppo di coomologia).

Dato uno spazio A C R", il suo primo gruppo di coomologia (di de-Rahm) ¢ dato da

1 _{w e CYA, (R™*) 1-forma chiusa
H(4) = t (4, ®)°) }/{w € C*(A, (R™)*) 1-forma esatta}’

Questo insieme ¢ ben definito per l'osservazione (5.54) ed eredita la somma senza pro-

blemi.

Ricordiamo che la forma

—y x
w(x,y) = p +y2dx+ > +y2dy

¢ definita su R? \ {0} ed & chiusa ma non esatta (5.56). Dalla proposizione che segue
vedremo che questa & un generatore di H(R?\ {0}):

Proposizione 5.84 (Caratterizzazione di H'(R?\ {0})).
Sia w una forma chiusa di R?\ {0} di classe almeno C*. Esistono c € R e U € C?(R?\
{0}, R) tali che

—y z
dx
r? +y? Ty y?

w = dU + cwy, con wy = dy,

cioé wy ¢ un generatore di H(R?\ {0}) su R.

Dimostrazione.
Consideriamo ~y(t) = (cost,sint) per t € [0,27], la quale & un generatore di 71 (R?\ {0}).
Affinché la tesi valga, I'unica possibilita per ¢ &

() [

Definiamo ora w; = w — cwg. Per mostrare la tesi basta vedere che w; ¢ esatta (la sua
primitiva sara la U cercata). Osserviamo che w; € chiusa in quanto differenza di forme
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chiuse, quindi per verificare 'esattezza basta calcolarne U'integrale su v (5.59) e verificare
se ¢ nullo: )
wlz/w—c/woz w—(/w)%—O.
[/ ¥ ¥ ¥ 21 \J5

Definizione 5.85 (Indice di Avvolgimento).
Data una curva v : [0,1] — R?\ {0} definiamo il suo indice di avvolgimento come

. 1
ind(y) = g/wo-
¥

Proposizione 5.86 (L’indice di avvolgimento non dipende dal modulo degli estremi).
Data una curva v : [0,1] — R? sia 5 una curva tale che:

* 7(0) = ~(0)/Iy(0), 7(1) = ~(1)/Ir (V)]

o sed1(t) =t7(0) + (1 —t)v(0) e da(t) = ty(1) + (1 —t)7(1) (t € [0,1]), allora esiste
una omotopia a estrems fissi tra y € 01 x Y * da.

Si ha che
ind(y) = ind(7).

Dimostrazione.
Osserviamo che i supporti di §; e d2 sono radiali rispetto all’origine, quindi hanno integrale
nullo per wy, infatti per un generico segmento radiale o(t) = (at,bt) con t € [¢,d] si ha

che
wolo®) o' ®) = —— (T () 2o = [ *odt =0
0 a?t? + 22 \ at b 0. '
—_———

=0

Segue dunque per la proposizione (5.58) che

/OJ():/ woz/w0+0+0.
vy J1%7 02 ¥

Osservazione 5.87.
Oltre alle ipotesi sopra possiamo imporre anche

e Imm~ C S*

e 7 di classe C' e |¥/(t)| # 0 per ogni t € [0, 1],
cioe I'indice di avvolgimento dipende solo da “quante volte giriamo attorno all’origine”.
Formalizziamo ’osservazione sopra con la seguente

Proposizione 5.88 (L’indice di avvolgimento misura ’angolo percorso attorno 1’origine).

s (0,+0c) xR —  R2\ {0}

®: (p,0) — (pcos6, psin)

la funzione del cambio di variabili tra cartesiane e polari. Se

- la,b) — (0,400) xR
T5r e (p(t).6(1)

e un cammino visto in coordinate polari allora

/dG:/ wo-
¥ Poy
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Dimostrazione.

Ricordiamo che
zdy — ydx

$2+y2

Calcoliamo i due integrali separatamente e mostriamo che coincidono:

[d&z/abe’(t)dt.

Osserviamo che ® o5 = (p(t) cos (), p(t) sin 0(¢)), quindi
/ /b pcos O(pl st + pb’ cos 6) fpsinG(p’/ees’prH’siHH)dt
WO = > =
Doy a P

_/b pZQICOSQ 0 —i—pZG’sin2 adt B
a 7

b
:/ 0'dt.

Osservazione 5.89.
Se 7 : [a,b] — R?\ {0} & di classe C* con y(a) = ~(b) allora, fissato P € ®~1(y(a)),
esiste un’unica curva 7 : [a, b] — (0, +00) x R di classe C* tale che ®(7) = +.

Wo =

O

Dimostrazione (NON DATA DURANTE IL CORSO).

Osserviamo che ® : (0,+00) x R — R?\ {0} ¢ un rivestimento, infatti 'azione di Z su
(0, +00) x R data da n- (p,8) = (p,0 + 27n) & propriamente discontinua (basta scegliere
aperti di diametro minore di 27) e il suo quoziente, omeomorfo a R? \ {0}, & connesso.
Segue dunque che, dato P nella fibra di y(a), esiste un unico sollevamento 5. Osserviamo

inoltre che ® e un diffeomorfismo locale, dunque dalla regolarita di v segue la regolarita
di. 8 O

Osservazione 5.90 (L’indice di avvolgimento & intero per cammini chiusi).
Se 7 : [a,b] — R?\ {0} & un cammino chiuso di classe C! allora

/woz/ woz/deze(b)—G(a)EQWZ,
v (%) ¥

curva chiusa

cioe ind(y) € Z per cammini chiusi.

5.5 K-Superfici e Misure di Hausdorff

Definizione 5.91 (Superficie).

Un insieme > C R” & una superficie di dimensione k (o k—superficie) di classe C*
se, detta B; la palla unitaria in R*, per ogni 2y € ¥ esiste ¢ : B; — R™ di classe C" tale
che zg € p(B1) C X e rnk (Dp(z)) = k per ogni = € Bj.

La superficie 3 ¢ embedded se possiamo sempre scegliere ¢ tale che p(By) 2 XNBgr(xo)
per qualche R > 0.

Osservazione 5.92.
La condizione “embedded” ci garantisce di poter ricostruire ¥ a partire da informazioni
locali, evita dunque problemi di auto-intersezione di X e altri fenomeni scomodi.

Cerchiamo ora di rispondere alla seguente domanda:

8Per capire questa dimostrazione vi invito caldamente a consultare il corso di geometria 2.
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Come si calcola 'area k—dimensionale di X7

Questa domanda ci portera a definire le misure di Hausdorff.

Giustifichiamo la formula che otterremo risolvendo gradualmente il problema con ipotesi
forti su X e allentandole gradualmente.

@ lineare e ¥ = p(U)) Sia ¢(z) = Lz con L € M(n, k,R) matrice di rango k. Conside-
riamo due casi:

L ortogonale) Se L & ortogonale allora LT L = I;. Ha senso definire la misura di ¥
come quella di U, dato che ne ¢ una rotazione, poniamo dunque

HE(E) = U]

L generale) Osserviamo che possiamo scrivere L = MS con S € M(k,R) e M €
M (n, k,R) ortogonale, per esempio applicando I’algoritmo di Gram-Schmidt. Per quanto
detto sopra avremo

HE(D) = HE(MS(U)) = |S(U)[re =" | det S||U] g

Per scrivere tutto in termini di L e U, osserviamo che LTL = STMTMS = STS, da cui
det(LTL) = det(STS) = det(5)?, dunque

HF(Z) = \/det(LTL)|U|gs.

o lineare a tratti e X = p(U)) Supponiamo ¢ lineare a tratti, cioé abbiamo una partizio-
ne di U = JU; tale che @l () = L;x con L; lineari di taglia n X k e rango k. L’unica

definizione che ha senso visto quanto detto sopra ¢

1) = [ (DT @D

infatti questo integrale si spezza sui vari domini e Dy diventa L;. La scrittura con
I'integrale & piu uniforme, facilmente generalizzabile e ci permette di ignorare sottigliezze
derivanti dalla intersezioni dei pezzi di U.

@ di classe C* e ¥ = p(U)) Osserviamo il seguente

Fatto 5.93 (Lineari a tratti approssimano C? e loro differenziali uniformemente).
Se ¢ ¢ di classe C* allora esiste una successione di p,, lineari a tratti tali che p, — @ e
Dpn(x) = Dp(x) uniformemente per n — oo.

Dimostrazione.

NON DATA DURANTE IL CORSO. O

Detto cio consideriamo una tale successione ¢,, e poniamo
HH(2) =lim H* (0, (1) =
:ligln/U det(Dp, Doy, )dx =
:/U det(Dyp T Dyp)dz,

dove l'ultima uguaglianza segue dalla convergenza uniforme dei Dy, .
¢ di classe C*) Sfruttando la proprietd “embedded” scriviamo

Y = U(pl(Ul) COIIi?éj — (pi(Ui)ﬁ(pj(Uj) =®
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Segue che

N
GAOESY /U det(Dy] Dy;)dz.
=1 i

Ci sentiamo giustificati nel dare le seguenti definizioni

Notazione 5.94.
Ricalcando la notazione per il Teorema del Cambio di variabile scriviamo

J(z) = \/det(Dy(a) TDp(a).

Definizione 5.95 (Misura di Hausdorff per k—superfici).

Se ¥ = Ufil ©i(U;) & una k—superficie embedded definiamo la sua k—misura di Hau-

sdorff come N
HE (D) :Z/ J . da.
i=17Ui

Osservazione 5.96 (Formula di Cauchy-Binet).
Se L € M(n, k,R) ha rango k allora vale la seguente uguaglianza

det(LTL)= Y  det(M)>
M minore di
L di taglia k
Osservazione 5.97 (Dimensioni particolari).
Per k = n ritroviamo H"(X) = |X|, mentre per k = 1 troviamo che per ¢ : (a,b) - R,
Dy = ¢ si ha J, = \/det(DpTDyp) = |¢’|, dunque

b
H(pl(@h) = [ 191 = L)
a
Abbiamo quindi verificato che per k = n ritroviamo la misura di Lebesgue e che per
k = 1 ritroviamo la lunghezza di una curva, quindi la misura di Hausdorff generalizza
questi concetti.

Definizione 5.98 (Prodotto vettore).
Dati due vettori v, w in R? definiamo il loro prodotto vettore® come

Vw3 — V3W2
VAW =vXw= | v3w; —v1wW3
V1W2 — VW1

Osservazione 5.99 (Jacobiano delle superfici in tre dimensioni).
Se k =2 e n =3 abbiamo

dp1 dpr
e1(z,y) Jz Dy
p=|p2Azy) |, Do=|%5ZF FF|.
dp dp
903(1'7?4) 87323 T;
da cui troviamo
o (@)
ox 0.
Dy Dy = —
p Ly 8o By 672
oz’ Oy Jy

9In realtd la notazione v A w non & propria dato che v A w dovrebbe essere un bivettore, non
un vettore. Esiste perd una corrispondenza naturale tra vettori e bivettori in R® e quindi in molte
applicazioni, soprattutto in fisica, il prodotto vettore viene considerato come un vettore. Per distinguere
meglio questi concetti personalmente preferisco riservare v Aw al bivettore e v X w al vettore ma durante
il corso sono state usate entrambe le notazioni.
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oo’ [0p 0p\" _
Oy ox’' oy /)

det(Dp T Dyp) = \/‘?’0
x

2 2
_eos20 1922|7122
Ay or| |y
‘P
8x 3y sinf =
(‘3<p><8<p
ox Oy’

dove 6 ¢ ’angolo minore compreso tra 6‘” e 22
ox oy

Osservazione 5.100 (Misura di Grafici).
SiaX =Ty CR"™ con f:U — R, U CR" aperto e f di classe C.
Se poniamo ¢(z) = (x, f(z)) allora I'y = ¢(U), calcoliamo allora J:

I,
Dy = (va) — Do Do =1,+VfVf'.

Osserviamo che V £+ & un lautospazio relativo a 1 di dimensione n — 1 e che Vf ¢ un
autovettore relativo a 1+ |V f|2, quindi

Jo = VI L+ |Vf]2) = V1+ |V

Segue dunque che la misura di un grafico vale

HAT,) = /U VIF IV Pda.

Proposizione 5.101 (Misura di Hausdorff ¢ invariante per riparametrizzazione).
Supponiamo ¥ = p(U) = (V) con ®(U) =V e @ diffeomorfismo. H*(X) non cambia
rispetto alla scelta tra ¢ e 1.

Dimostrazione.
Osserviamo che

v =pod ! = DY =Dp(DP)"! = Dy = DYD>.

:/U\/det(DwT’Dgo) =

- /U \/det(DETDY T DYDE) =

Segue che

= / \/det(D(bT) det(Dy D) det(DP) =
U

/J<1>J Camb var.

U

- / Ty = / Jy.
D(U) 14

Concludiamo la sezione dando finalmente la definizione di integrale su una superficie

O

Definizione 5.102 (Integrale di superficie).

Sia ¥ = vazl ©;(U;) una k—superficie embedded e sia f : A — R continua. Supponiamo
inoltre ¥ C A con A aperto di R™. Definiamo l'integrale di f su ¥ come

/zf - i/w(f 0 @;)Jp,dx
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Osservazione 5.103.
La definizione ¢ invariante per riparametrizzazione.

Applicazione 5.104 (Superfici di rotazione).
Consideriamo una superficie in R3 parametrizzata da

p(t) cos 6
o(t,0) = | p(t)sinb |, cont € la,b], 0 €[0,2n],
z(t)

consideriamo cioé ¥ = ¢([a,b] x [0,27]). Si ha che

pcosd —psinf o o
DSD — p/ sin @ pCOS@ — DQDTDQO _ ((p ) —g (Z ) p02> 7
2! 0

da cui J, = p\/(p')? + (/)% e quindi Uarea della superficie vale
b
HE) =2 [ oGP .

5.6 Teorema della Divergenza

Generalizziamo il teorema della divergenza dato prima nel caso bidimensionale.

Definizione 5.105 (Ipersuperficie).
Una (n — 1)—superficie in R™ embedded ¢ detta ipersuperficie.

Osservazione 5.106.
Sia 3 una ipersuperficie. Osservo che per ogni x € ¥ abbiamo due scelte per un vettore
normale, cio¢ una base di modulo unitario di 7, %+ (se una scelta & N, l'altra & —N).

Definizione 5.107 (Ipersuperficie orientabile).

Una ipersuperficie ¥ ¢ detta orientabile se esiste una scelta continua per il vettore
normale in ogni punto di ¥. Se N(z) ¢ il campo di vettori su ¥ che restituisce una
tale scelta di vettori normali allora chiamiamo (3, N) una superficie orientata e N
la sua orientazione (o il suo orientamento), mentre chiamiamo Y una superficie
orientabile.

Definizione 5.108 (Flusso di un campo di vettori).
Se (X, N) & una (n — 1)—superficie orientata in R” e v : A — R™ & un campo di vettori
continuo con ¥ C A aperto definiamo il flusso di v attraverso X come

/E<U,N>.

Osservazione 5.109.
Il flusso dipende dalla scelta di N.

Osservazione 5.110 (Normale Interna ed Esterna).
Se X = OU con U C R™ con bordo C! (localmente grafico di mappa C* di rango massimo)
si ha che X & orientabile e le scelte sono la normale esterna N¢(z) e la normale interna
Ni(z).
Se U = {f < 0} allora
°(z) = v/
Vi

Di solito si sceglie per convenzione la normale esterna.

Fatto 5.111 (Ipersuperficie senza bordo chiusa e orientabile).
Una ipersuperficie senza bordo chiusa é orientabile.
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Definizione 5.112 (Divergenza).
Dato un campo di vettori v : A — R" definiamo la sua divergenza come

div(v Z g;l

Osservazione 5.113 (La divergenza del gradiente ¢ il Laplaciano).
Sia f: A — R con A C R". Osserviamo che

B)
div(Vf) = Za Za (axl):Af.

Definizione 5.114 (Partizione dell’unita).
Sia U C R™ e {U;};er un suo ricoprimento. Un insieme {n;};c; di funzioni & una
partizione dell’unita (relativa al ricoprimento {U;};cr) se

e 7 : R" — [0,1] di classe C*

e per ogni x € U solo un numero finito delle n; € non nullo, inoltre
> mlx) =1
jel

e per ogni ¢ € I, suppn; C U;.

Teorema 5.115 (Teorema della Divergenza).
Sia ¥ = OU una ipersuperficie orientabile C' (eventualmente C' a tmttz’)jon UCR"
aperto limitato. Se v : A — R™ & un campo di vettori di classe C1 con U C A C R”

aperto allora
/(v,Ne>:/ div(v)(x)dz.
b)) U
Dimostrazione.

Separiamo la dimostrazione in quattro passi, imponendo alcune ipotesi nei primi casi per
poi allentarle gradualmente. Indichiamo le coordinate su R™ con ' = x1, -+ ,7,_1 € ¥,
dove 2’ sono coordinate su R™ 1.
Primo passo) Fissiamo (z{,y0) € X. Supponiamo che esista un cilindro C' = B, (x() x
(yo — €,y0 + €) tale che per qualche f : B.(z}) — (yo — &,y + €) di classe C! si abbia
YN C =Ty. Supponiamo inoltre che v(z) = u(z)e, con u: A — R a supporto in C.
Sotto queste ipotesi si ha che

ou

div(v)(z',y) = 6—y(x’, ),
e che
Ne— 1 (‘Vf ) :
VIFIVEA L
Osserviamo che C' ¢ aperto in quanto prodotto di aperti, dunque C'N OC = . Dato che

suppu C C' si ha anche che suppu N IC = (), cioe Vo € IC si ha u(z) = 0. Calcoliamo
ora l'integrale della divergenza:

su u 8 f(/L‘l) 8
/ div(v) pp:gc/ - Z/ / fudydx’ =
U onv 9y UB,(ay) Jyo—e OV

= [t ) ety

YXNC=Iy

/W

= [ wenne= [
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dove nell’ultimo passaggio e per la cancellazione abbiamo usato il fatto che suppu C C.
Secondo passo) Fissiamo zy € ¥ e supponiamo che esista R tale che suppv C Br(zg) e

che per ogni i € {1,--- ,n} esiste f; : e;- — R tale che
XN BR(IE()) = Ffi

dove il grafico & pensato con variabile dipendente lungo e; (nel caso generale potremmo
fare questa ipotesi restringendo R se la normale in g non & parallela a nessun e;).
Scrivendo v = Y"1, u;e;, la tesi vale in questo caso per il seguente calcolo:

8’ul - a’U/z i e e
/dw /Zaxz ;U8Zi=;/2uiei-N —/EU.]V7

dove la penultima uguaglianza ¢ una applicazione del passo precedente.
Terzo passo) Supponiamo nuovamente che supp v C Bg(x() per un fissato zg e un qualche
R > 0. Supponiamo anche che N¢(xy) = +e; per qualche i € {1,--- ,n} (senza perdita
di generalitdh N¢(zg) = e;).

Sia L € O(n,R) una matrice ortogonale tale che LN¢(x¢) NON ¢ parallelo a e; per
ogni j € {1,--- ,n}. Osserviamo che

/ dZ’U(’U) supp UQZBR(wO)/ dl’l)(U)d(E camgvm:
U

BR(xo)ﬁU

:/ div(v(L™"y))\/det((L-1)T L-1)dy P2
(Br(zo)NU)

=1

= / <U(L71y)7N€(L71y)> Camgymn
L(Y)

= [ @) N¥(a)) Jaer( ),
b —_—
=1
dove abbiamo usato il cambio di variabili z = L~y e il fatto che LTL = I.
Caso generale) Dato che ¥ & C*, per il Teorema delle funzioni implicite abbiamo che per
ogni z € X esiste r, > 0 tale che ¥ N B, (x) ¢ grafico di una funzione C'. Dato che
U & limitato, ¥ & compatto, quindi il ricoprimento sopracitato ammette un numero di
Lebesgue R > 0. Se consideriamo ora il ricoprimento dato da {Bgr(z)},ecx ha comunque
la proprieta che Br(z) N'Y & un grafico, infatti basta considerare un elemento del rico-
primento precedente che conteneva Bgr(x) e restringere quella funzione. Finalmente per
compattezza possiamo trovare xy,--- ,xy € X tali che ¥ C Ufil Bgr(z;) e XN Br(z;)
grafico.
Sia {7i}ie{o,...,n} una partizione di unita relativa a {U} U {Br(%;)}ieq1,... vy, cioe
tale che suppn; € Br(z;) e suppng € X C U. Per definizione di partizione dell’unita si

ha che
N

v="> vn;, supp(vn;) C Br(x).
1=0

Osserviamo che
div(v Z div(v)n;,

e che

aton 2 [ =55 [ S0 S [ B0
U " J

j=11i= 1
_() per i=j
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infatti
“+oo
supporto limitato

8wj
—2dx; = w; 0—-0=0.
/R dx; Lj = Wy

/ div(v) =

— 00

Quindi

div(vn;) / div(vn;) =
> [ dnton =3

/z vn;, N :/E@,Ne).

= 11>

i=1

Osservazione 5.116. B
Se considero v = Vf con f : A — R di classe C', allora per A D U, ¥ = 9U si ha

/8U<Vf,Ne>:/Udiv(Vf):/UAf.

5.6.1 Integrali di armoniche su palle

Lemma 5.117 (Integrale su palla in funzione del raggio).
Sia u € C?(R™) e definiamo
J(r) = / u(x)dx.
B..(0)

Allora J(r) = war™u(0) + 525 Au(O)r™ + o(s"+2).

Dimostrazione.
Come risultato preliminare osserviamo che

/ |$2\d33 rad:iale/ t2nw, t" Nt = 1% 2,
B,.(0) 0 TL+2

Sviluppiamo u con Taylor (2.39)

u(z) =u(0) + Vu(0) -z + %xTHu(O)x +o(|z)?) =

Segue che

J(r) =w,r"u(0 +/ Vu(0) - zdx + = / x;xide + o(r™?
(r) (0) ) Zaxza% ) (r"™)

=0

dove [, ) Vu(0) - zdx si annulla perché integrale di una dispari su un dominio simme-
trico e 'o—piccolo e stato ottenuto grazie all’osservazione preliminare. Per sviluppare il
termine derivante dall’Hessiana osserviamo che

/ T;x:dr = 0 i7J
BT(O) J fBr(O) .T?d.r 7,:]

Possiamo sviluppare il caso ¢ = j come

1 1w,
/ ridr = 7/ |2?|dx = Lrwn 2,
B,.(0) n /B, (0) wn+2
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Possiamo quindi concludere osservando che

J(r) =wnr"u(0 Z 81;1896] n :QMH +o(r"*?) =

Wn

n+2 n+2
mrd Au(0) + o(r™"7).

=w,r"u(0) +

O

Lemma 5.118.

Siano Q C R"™! domino regolare e ¢ € C1(Q,R") iniettiva tale che |p| =1 e J, > 0.1°
Sialt

0,RxQ — R"

¢ (r,u) — ro(u)

Sia C = ®([0,R] x Q). Si ha che

R
/ f(z)dx = / fdxdr, con C(r) = CNIB,(0).
C 0 C(r)

Dimostrazione.
Parametrizzando C' = ®([0, R] x Q) scriviamo

/ f(z)dz = / fo®Jpdrdu = / flro(u)) det |DP(r, u)|drdu.
c [0,R]xQ

[0,R]xQ
Calcoliamo det |[D®(r, u)|:

ro1(u)
O(r,u) = : ,
ron ()
e1(u)  rOupr(u) oo 0w, 1 (u)
DO(r,u) = :
on(u) 104 pn(u) -+ 104,  pn(u)

Osserviamo che |det D®| = /det(DPTD®P), quindi proviamo a calcolare la seconda
espressione. Osserviamo che J,,¢ € un movimento tangente alla sfera e ¢ ¢ radiale,
quindi sono ortogonali, cioé (9, ¢, ¢) = 0. Si ha percio che

2 0 1 0
P Do = (1¥] =
< 0 (r?0y,¢- Ou,;0)ijef1, - n—1} 0 2Dy Dy

dunque /det(D®TD®) = y/det [r2Dp ' Dy| = +/(r?2)"~1J,(u). Sostituendo quanto

trovato nell’espressione trovata all’inizio si ha

/f dx/ORXQﬂm W)= (w)drdu L

/ / fro(w)r™ ™, (v)dudr =

:/ fru)r™ tdudr “="
»(Q)

R
= / f(z)dxdr,
0 C(r)

come voluto. O

104 parametrizza una porzione di sfera unitaria.
11} parametrizza il cono generato da ©(Q) di altezza circa R
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Proposizione 5.119 (Integrazione per gusci sferici).
Per p € R™ fissato, posto s(r) = {|x —p| =r}, si ha

R
/ f(z)dz = / / f(x)dxdr.
Br(p) 0 s(r)
Dimostrazione.

Scriviamo Br(0) = |JC; con C; coni con intersezioni di misura nulla. Osserviamo che
UC;(r) = 0B,(0). Da questo segue che

R R
fdx = / fdx = / / fdxdr = / / fdxdr,
/BR(O) zj: C]’ zj: 0 Cj (T) 0 BBT(O)

dove per I'uguaglianza centrale abbiamo usato il lemma. O

Proposizione 5.120 (Principio della media per funzioni armoniche).
Data f € C?*(R™) sono equivalenti le sequenti condizioni:

1. Af(p) =0 per ogni p € R™ (f & armonica)

2. Per ognip € R™, per ognir € (0,1]

1 l/
— [=f(p),
nwp™ " JoB, () #)

12
R~ .

dove w, = |B1(p)

3. Per ogni p € R™, per ogni r € (0,1]

1
— /B L T=10)

Dimostrazione.
Senza perdita di generalita supponiamo p = 0. Definiamo la seguente funzione

),
)=
p(r) T BBT(O)f

e mostriamo che )
,LL(T’) = f?"?

NWn JoB (0)

dove f.(x) = f(rz).
Separiamo la sfera tramite due carte @1 : Q1 — 9B1(0), @2 : Q2 — B1(0):

fT:/ fr+/ f',‘.
0B1 »1(Q1) 2(Q2)

Concentriamoci su uno dei pezzi e tralasciamo i pedici. Osserviamo che

81‘;01 tee 6n—1<)01
D=1 :
aISDTL o an—l‘pn

da cui

(Dy ' Dy)ij = < o &p> -

8{171‘ ’ al'j

12Moralmente la media dei valori che una armonica assume sul bordo di una sfera ¢ il valore che assume
nel centro.
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Definendo ¥ (z) = rp(x), osserviamo che
(DY DY)i; = r*(Dp Do)y,

dunque
det(Dy T DY) = 2"~V det(Dp " Dyp) = Jy =11,

Si ha dunque che

[ 5= [ remnma= [ o= g

Ricomponendo le carte si ha

1 1
/ frz/ fr+/ fr=n1</ f+/ f>=nl/ f
dB1(0) ©1(Q1) ©2(Q2) r ¥1(Q1) $2(Q2) r dB,(0)

che, dividendo per nw,, & 'uguaglianza che cercavamo di giustificare.

Cerchiamo ora di calcolare la derivata di p rispetto a r. Come prima separiamo la sfera

in carte:
1 1

ne(r) = / fr=—1 frlew)Jy(u)du.
»(Q) Q

NWn, NnWp,

Derivando troviamo

o) = [ 5rFretu) Jo) du=

indip. da r
! J
AU COR =

=9 (u)
1

. Vf-N¢

dove N¢(1p(u)) = Iigzg\ = wr(u) = (u), infatti la normale esterna di un guscio sferico in
un punto ha la stessa direzione e lo stesso verso del vettore con coda nel centro e vertice
in quel punto. Ricomponendo le carte

1
W= [ pee
nwy” 8B,.(0)

Siamo ora pronti per mostrare le equivalenze:
1 = 2)Se Af =0 allora

1 divg. 1
1 (r) = 7/ V- Ne 7/ div(Vf)dz = 0,
9B.,(0) B,(0)

nwy, "1 nwyr* 1L ———

;

dunque p(r) & costante. Per il lemma (5.117) si ha che lir% w(r) = £(0), quindi la costante
r—

e proprio f(0) e abbiamo la tesi.

2 = 1) Osserviamo che pu(r) costante implica p’(r) = 0, dunque

1 (5.117) 1 r
0= —— Afde"=" —— (war"AF(0 mHh) = ZAF(0 2),
T o A0 T o (@ B0 e ) = TAF0) +ols?)

Dividendo per r, moltiplicando per n e poi calcolando il limite per r — 0 troviamo
Af(0)=0.
3 = 1) Supponiamo che

1
— /B L T=10)
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Posto f(x) = f(x) — f(p), abbiamo

1 _
/ f = Oa
wnT™ J B, (p)

1 — w
— n n n+2A n+2 —
el f(p) i d f(p) +o(r"™)
=f(p)—f(p)=0
_ 1 2 2
S A )+ olr?)

Dividendo per 72 e poi calcolando il limite per » — 0 troviamo Af(p) = 0.
2 = 3) Usando l'integrazione per gusci sferici (5.119) sulla tesi del punto 2 si ha

L f()de =— / ‘ / fded
xTr)axr = Tar =
wWn R B (p) wn " Jo  JoB,(p)

— 1 /Rf( ) nfld —

ok o p)nwy T r =
nwy 1 _, _

=R — R f(p) = f(p)-

O

5.7 Integrali su superfici nello spazio tridimensionale

Facciamo alcune considerazioni sugli integrali che riguardano superfici embedded in R3.
Consideriamo quindi ¥ = ¢(D) con D € R? dominio regolare, ¢ : A — R? di classe C"!
iniettiva tale che D C A e rnk (Dy) = 2.

Notazione 5.121.

In questa sezione, per non confondere le coordinate di R? e di R? adottiamo la seguente
convezione: z,, z indicano le coordinate canoniche in R?, u, v indicano le coordinate ca-
noniche in R2. Spesso “z” sara anche un vettore generico. Spero di aver reso abbastanza
chiaro da contesto i ruoli.

Osservazione 5.122.

Si ha che 5 5
_ 9 . o¥
rnk (Dy) = 2 <~ 50 = By # 0.

Osservazione 5.123.
Possiamo definire una orientazione canonica di X come
dp oy
S2(x) x 52(x)
N(l’) — au( Jv (

0, 0
5u (2) x 55 (2)

)

infatti € continua e di norma 1, inoltre

9p 9 A
du B € Span (8u’ v =TE

Non necessariamente questa scelta corrisponde alla normale esterna. Dipende dalla scelta
di parametrizzazione.
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Osservazione 5.124 (Integrale sulla superficie).
Se f: ¥ — R & continua si ha che

/Ef: /Df(go(um))deudv Je=lgu ool /Df(cp(u,v)) ‘&D(um) X g—f(u,v) dudv.

u

Osservazione 5.125 (Flusso attraverso superficie).
Sia F' : ¥ — R? un campo di vettori continuo. Usando l'orientazione descritta prima,
cioe

N = e X sl
2 () x %2 (a)
si ha che
9 Do
5 X 52 0 0
e = (roon D5 5 -
» D Be x ge| [ 10u " ov

Osservazione 5.126 (Orientazione indotta dall’orientazione in R?).

Ricordiamo che possiamo munire 8D di un orientamento se D C RT regolare (ottenendo
0?D). Applicando ¢ troviamo un’orientazione di 9%, che indichiamo 07 3.

E possibile verificare che per ogni x € 0%

e T'x N el,¥
e T x N punta sempre “fuori” da ¥ (in una direzione ortogonale a 9Y),

dove T ¢ I'immagine del vettore tangente a 9T D tramite ¢ e N & (il limite della) nor-
male canonica che deriva dalla parametrizzazione di ¥ tramite ¢ nel punto che stiamo
considerando!3.

Si da il caso che se (X, N) ¢ una superficie orientata in R® possiamo definire 'orienta-
zione positiva 97X ponendo che per un vettore T' “tangente” al bordo valgano le due
condizioni sopra.

5.7.1 Teorema di Stokes

Definizione 5.127 (Rotore).
Dato un campo di vettori F : A — R3 di classe C' definiamo il suo rotore come

87? - & OyFs — 0. F,
rot(F) = 28 - % =|0.F1 —0,F3 | “="V xF.
61;2 — Siyl 8rF2 — ayFl

Teorema 5.128 (Teorema di Stokes).
Data una superficie orientata (X, N) in R?® compatta di classe C' e dato un campo di
vettori F : A — R? di classe C' con ¥ C A aperto, si ha che

/(rot(F),N)z/ F.
by oty
Dimostrazione.

Parametrizzazione semplice) Consideriamo dapprima il caso ¥ = ¢(D) con ¢ : D C
R? — R3 iniettiva e D dominio regolare in R%. Supponiamo inoltre che ¢ € C?, infatti

BN = 9up X O

144



possiamo approssimare ogni funzione ¢ € C! a partire da funzioni C? in modo che gli
integrali convergano.'* Come notazione poniamo

@(uvv) :(a:(u,v),y(u,v), Z(U,U))
F(x,y,z) :(X(x,y,z),Y(x,y,z),Z(x,y,z)).

Per aumentare la leggibilita scriveremo un pedice per indicare le derivate parziali, per
esempio Z, = %—5.

Ricordiamo le seguenti espressioni per ¢, X ¢,, lo Jacobiano di ¢ (5.99) e il vettore
normale (5.123):

YuZv — Yviu

Gu X Py = | 20Ty — 20Ty | ,
TyulYv — ToYu
Pu X Py
Jo = | X 0o, N="——"
o = louxel u X o]

Calcoliamo anche il rotore di F'.

Z,-Y,
rot(F)=| X, — Z,
Y, - X,

Per mostrare la tesi calcoliamo separatamente il flusso del rotore e l'integrale lungo il
bordo di ¥, verificando che coincidono:
primo integrale)

/ rot(F)- N :/ (rot(F)) o @+ (py X @y)dudv =
2 D
:/D(Zy - Y;)(yuzv - vau) + (Xz - Zz)(zuzv - vau)+
+ (Y.L - Xy)(xuyv — xvyu)dudv.

secondo integrale) Parametrizziamo 8 D tramite la curva () = (u(t),v(t)) per t € [0, 1].
Osserviamo che 0¥ = p(9D) & parametrizzato da

Da questa espressione segue che

d Tyt + 2,0
3 ot0) = ([ + v
Zut' + 2V’

1 Questo segue per esempio considerando delle convoluzioni. Per un’idea simile con L! al posto di C!
si consideri (4.85).
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Premesso questo possiamo calcolare f s F

[.r / Plotato - 200,

= Xzy+ Yy, + Z2z)u + ( Xy + Yy, + Z2,)0'dt =
( Y Y

6+D
0 )
= | —(Xzy+Yy,+ Z2)) — —(Xzy + Yyu + Z2z,)dudv =
ou ov

X 2Ty Ty + nyuxv + X Zu Ty + Xxuv)

J
g/

YatuYo + YyYulo + Yezulo + Y Yuo )+
ZauZy + ZyYuzo + Zo2u2e + Z2yw)+
Xo@oZy + XyYoZo + Xo20Zy + Xy )+
= (Yamolu + Yy¥olo + Yo2ohu + Y You)+

(
+(
+(
—(

Cancellamom

— (Zpxwzu + Zyyozo + Z 202y + Z2py)dudv
:/ (Zy - Yz)(yuzv — Yu2y) + (Xz - Z:z:)(zuxv - vaU)"‘
D
+ (YOE - Xy)(xuyv - xvyu)dUdva

che ¢ l'espressione che avevamo trovato prima per il flusso del rotore. Per identificare
Tyy CON Ty € simili manipolazioni abbiamo usato Iipotesi che sia tutto C? in modo da
poter applicare il Teorema di Schwarz.

Caso generale) Scriviamo ¥ = Uf\il ©i(D), con ;(D)Nep; (D) = () per i # j. Osserviamo
che per i punti in ¢;(D) C ¥ si ha che

¢ un campo di vettori normali su @;(D). Dato che ¥ & una superficie C* si ha che sui
bordi ¢; = ¢;, dunque gli N; si estendono ad un N campo di vettori normale continuo
su X. Osserviamo dunque che

N

/Erot(F)~N:Z/ _ rot(F)-N; =

i=1 7 #i(D)

= = F
Z/@Jr% otz ’

dove la penultima uguaglianza segue dal caso trattato sopra e 'ultima segue dal fatto

che
[ . .
tpi(D)Ndy; (D) tp;(D)Ndpi(D)

cioe sulle intersezioni dei bordi delle carte le orientazioni delle stesse sono opposte, dunque
i termini si cancellano e rimangono solo i termini che costituiscono 9+ X. O

5.7.2 Nabla-calcolo

Notazione 5.129.
Per alleggerire la notazione, in questa sezione scriveremo 9, al posto di 5 e similmente
per y e z.
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E possibile esprimente Gradiente, Divergenza e Rotore tramite regole formali che
coinvolgono

o
V=|0],
0:
che come simbolo viene chiamato nabla. Queste regole sono le seguenti:
O f
Vi=1|0,f], V- -F=div(F)=0,F\+0,F>+ 0.F3,
9.f
Oy s — 0. F>
VX F= TOt(F) = azFl — (%;Fg
0z F> — Oy Fy

Il “nabla-calcolo” e quindi una collezione di risultati che accomunano questi tre concetti.

Proposizione 5.130 (Rotore del gradiente e divergenza del rotore).
Siano p: Q=R e F:Q — R3 di classe C? con Q C R?, allora

e Vx(Vy)=0
e V- (VXF)=0.

Dimostrazione.
%) Calcolando

0y0.0 — 0.0y0\ 0
V% (Vo) = | 0009 — 0200 | 2 |0

020y — 0,0z 0
%) Osservando che
0y Fs5 — 0, I
VXF=|0,F —0,F3 |,
O Fy — 0y Fy

si ha che
V- (V x F) = 0,0,F3 — 0,0.Fy + 0,0.Fy — 0,0, F3 + 0.0, Fy — 0.0,F), """ 0
O

Osservazione 5.131 (Campi irrotazionali/con potenziale e forme chiuse/esatte).
Ricordando la definizione di campo associato ad una forma e forma associata ad un
campo si ha che le seguenti sono affermazioni equivalenti:

“Un campo ¢ irrotazionale se e solo se ammette potenziale.”

“Una forma ¢ chiusa se e solo se ¢ esatta.”

Le affermazioni sono vere per esempio se il dominio di definizione & semplicemente con-
nesso per le proposizioni (5.54) e (5.59), mentre sono false, per esempio, in R3\ {z =y =
0}.

Proposizione 5.132 (Criterio per l'esistenza di un potenziale vettoriale).

Siano Q C R? tale che Q = Iy x Iy x I3 con I; intervalli e G : Q — R di classe C' tale
che V-G = 0. Allora esiste F : ) — R3 di classe C? tale che G =V x F.

Dimostrazione.
Supponiamo che esista F' come richiesto e cerchiamo di trovarne una realizzazione.
Osserviamo che
G1 = 0yF3 — 0, F
G=VXF <+ G2:82F1—8IF3
G3 = 0, F5 — 0y Fy
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Osserviamo che se F e F sono tali che V x F =V x F allora V x (F — F) = 0 (cio¢ la
forma associata a F— F & chiusa). Siccome un parallelepipedo & semplicemente connesso,
si avra che F — F = VU (cioe la forma associata a F' — Fe esatta). Proviamo allora a
fare la seguente ipotesi nella speranza che non sia troppo stringente:

Ansatz: Fi =0.
Con questa ipotesi, il sistema sopra diventa

Gy = 0,Fs — 0.F,
Gz = —0,F3 )
Gs = 0, F,

dunque, fissato xg € I, si deve avere per il teorema fondamentale del calcolo che
FB(%?J’Z) _F3($05y7z) = / awF3(tay7Z)dt: _/ GQ(tay7Z)dta
xo xo
da cui, per qualche f(y, 2) si ha

F3:7/ GQ(tay7'Z)dt+f(yaz)

0

Con un ragionamento analogo troviamo

F2 :/ G3(t7yaz)dt+h<yaz)

0

Facciamo un’ulteriore ipotesi che non dovrebbe essere troppo restrittiva:
Ansatz: f=0.

Per trovare un F valido ci basterebbe trovare un h tale che G1 = 0, F3—0,F5, perché in tal
caso ogni equazione del sistema verrebbe rispettata. Poniamo dunque questa condizione
sfruttando le espressioni per Fy e F3 trovate:

G1 = —/ 0yGa(t,y, z)dt —/ 0,Gs(t,y,2)dt — d,h(y, 2) v-Eso
X9 Zo

:/ 0:G1(t,y, z)dt — 0,h =
:Gl(zaya Z) - Gl(an Y, Z) - azha

segue dunque che
0:h = —G1(w0,y, 2).

Fissando zy € I3 possiamo porre

z
h= —/ G (w0, , £)dt.
20
Si ha dunque che, presi g € I; e zy € I3 arbitrari, il seguente campo di vettori ¢ un

potenziale vettoriale di G:

0
F = fl:o GS(tvya Z)dt - fzzo Gl(l’o,y,t)dt
— [5 Gal(t,y, 2)dt
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Osservazione 5.133.
La proposizione non vale per € qualsiasi.

Esempio 5.134.
Sia Q = R3\ {0}, allora il campo di vettori

1 e
clrns) = (W> !
z

non ammette potenziale vettoriale, cioe non ¢ rotore di alcun campo.

Dimostrazione.
Supponiamo per assurdo che esista F' € C%(Q, R?) tale che G = V x F. Consideriamo
per a € (0,1) l'insieme

S, ={2*+9y*+ 22 =1,2<a},

ciot la sfera a cui rimuoviamo i punti di altezza maggiore ad a. Osserviamo che 015, &
un cerchio di raggio v/'1 — a2, che tende a 0 per a — 1.

Osserviamo che
/ G~N"‘:/ VxF-NeSt%“S/ F.
Se Sa 9t S,

Per a — 1 si ha che il membro di destra tende a 0 perché il dominio tende ad un punto,
mentre il membro di sinistra tende a f G- N¢, che con un semplice conto verifichiamo
valere 47. I due membri hanno quindi limiti diversi, che & assurdo. # O

5.8 K-Forme differenziali su spazi reali

Abbiamo visto i teoremi di Gauss-Green, Divergenza e Stokes. Possiamo interpretarli
tutti come conseguenze di un unico teorema che dimostreremo nella prossima sezione.
Per formulare bene questo teorema abbiamo bisogno delle k—forme.

Come nel caso delle 1-Forme, dobbiamo prima definire un analogo dei covettori.

Definizione 5.135 (k-covettori).
Un k—covettore & una funzione w : (R™)* — R multilineare alternante, cio®

e perognii€ {1, --,k}, w ¢ lineare nell’.—esimo argomento:
f(@) =w(vr, - i1, 2,041,y 0) = flau+ Bo) = af(u) + Bf(v).
e w ¢ alternante, cioe se 0 € S € una permutazione allora
W(Vs(1), "+ Vo (k) = sg0(0) w(vi, -+, vk).

Osservazione 5.136.
Se v; = v; per qualche 7 # j allora

w(vy, -+ ,vp) = 0.

Pit in generale, le multilineari alternanti si annullano se sono valutate su un insieme di
vettori linearmente dipendente.

Notazione 5.137.
Lo spazio vettoriale su R dei k—covettori si indica con A, (R™). Definiamo anche il
seguente insieme di indici:

An,k:{(A17"' 7>\k)|)\1€{17 7n}7 )\1<<)\k}}
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Definizione 5.138 (Elementi della base canonica di A, (R")).
Dati Ay, -+, A\ € {1,--- ,n}, poniamo A = (A1, -+, A\x) e definiamo

dry =dxy, Ndzyx, N--- Ndzy,
come
dx,\(vl, cee ,Uk) = det(((vj),\i)i,je{l,,.. ,k})~

Osservazione 5.139.

L’insieme {dzy | A € A, 1} € una base di A\, (R™). In particolare dimr A, (R") = <Z)

Osservazione 5.140.

dxy,--- ,dz, € una base di A,(R") = (R")*.

dxy A---ANdx, & una base di A\, (R™). Questo ci permette di dare la seguente caratteriz-
zazione del determinante:

dxy N ANdagp(vy, - v,) =det(vy | -+ | o).

Definizione 5.141 (Prodotto wedge).
Definiamo il seguente prodotto esterno:

NAeR™) x Ay(R™)  — /\k+é(Rn)
w,n — wAn

)

dove dxx Adxy, = dryx, N--- Ndoy, ANdxy, N--- Adr,, ed estendiamo il prodotto a
A (R™) x A,(R™) imponendo distributivita, cioe

w= Z axdry, n= Z b.dx, = WwAn= Z axbydzy A dx,.
AEAL & HEAR ¢ AEA L K
HEAR ¢

Chiamiamo questo il prodotto wedge.

Proposizione 5.142 (Proprieta del prodotto wedge).
1l prodotto esterno wedge rispetta le sequenti proprieta:
Dati a,a’ € N\, (R™), be N\,J(R™), he \,(R"), o € R si ha che

o (a+d)Ab=aAb+a AD,

e a(aNb) = (aa)Ab,

e anb= (DT IFEIFEI (b AG) = (—1)*(bAa),
e (aAb)Ac=aA (bAc).

Osservazione 5.143.
Il prodotto wedge ¢ bilineare. Questo segue immediatamente dai primi tre punti della
proposizione precedente.

Definizione 5.144 (k—forme differenziali).
Dato A C R™ aperto, una k—forma differenziale ¢ una funzione w : A — A, (R").
Possiamo rappresentare w nella base canonica con

w(x) = Z wy(x)dxy, con wy : A — R.
AEAL K

Poniamo QF(4) = {w: A — A\, (R") | w k—forma differenziale.}

Osservazione 5.145.
L’insieme Q¥ & uno spazio vettoriale su R.
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Osservazione 5.146.
Il prodotto esterno A sui covettori induce un prodotto esterno (che denotiamo sempre
con A) sulle forme differenziali.

Definizione 5.147 (Differenziale esterno).
Data w una k—forma differenziale di classe C, cioe w = doawadry con wy € Cl(A,R),
definiamo il suo differenziale coma la (k + 1)—forma data da

Ow
E dwy Ndxy, condwy = E Ad
8331
AEAL K
L’operatore d ¢ detto differenziale esterno.

Proposizione 5.148 (Proprieta del differenziale esterno).
Se w1, wa,a sono k—forme differenziali di classe C', b una {—forma differenziale di classe
C' eci,co €R, si ha che

e d(ciwi + cows) = crdwy + cadws
e dlanb)=danb+ (—1)Fa Adb
e d’a=d(da) =0 se a ¢ di classe C?.

Dimostrazione.
%) Linearita della derivata.
%) Se a =73 axdxy e b= b,dx, allora

alNb= Zakbu dry Ndx,,
Ap

dunque

d(a Ab) = (daxby + axdb,) A (dax Adz,) =

A p

= dax Adax Abuda, + axdb, Aday Adz, =
Ap

= (dax Adwx) A (budzy) + (=1)F > (axdas) A (dby, A da,) =
A A

=da Ab+ (—1)*a A db.

%) Osservo che per ogni A, d(d:w\) =>", BI Ldz; Adzy =Y 0dw; A dxy.
Se wy € C*(A,R), dwy = ?;D‘

i=1

AN 02w,
2 — —_— - —
d wy =d ( E 0z, ) E 3@893] ———dx; Ndx; + &Tjﬁx‘dx] A dx;

i=1 v

dx;, dunque

2 2
:Z 07 0%n dxi/\dxj:()

6£Biaxj B 890](%2

=0

9

Per concludere

Pw=d) dwyANdzy =Y dldwy Adzy) = (d*wy Adzy + dwy Ad>zy) = 0.
2 2 2L L
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Definizione 5.149 (k—forma esatta / chiusa).
Una k-forma w € QF ¢ esatta se w = dw’ per w’ € QF~! ed ¢ chiusa se dw = 0.

Osservazione 5.150.
Se w € C! & esatta allora ¢ chiusa per (5.148).

Osservazione 5.151.
Le forme chiuse / esatte sono sottospazi di QF.

Definizione 5.152 (Gruppi di coomologia).
Poniamo

Hk:(A) — H!;R(A) _ {w S Qk(A) | w chiusa}/{w c Qk(A) | w esatta}’

che chiamiamo k—esimo gruppo di coomologia (di De-Rham) di A (a coefficienti
in R).

Osservazione 5.153.
Se A ¢ semplicemente connesso, H'(A) = 0.

La questione di come calcolare gli H* & oggetto di altri corsi, per esempio Geometria e
Topologia Differenziale e Topologia Algebrica.

5.8.1 Pullback di una Forma differenziale

Consideriamo il seguente

Esempio 5.154.
Sia f: A — R™ con A C R" aperto, f € C! iniettiva e sia v : A — R™. Osserviamo che
f induce un campo di vettori w : f(A) — R™ dato da

Definizione 5.155 (Pullback di una forma).
Data f : A — R™ con A C R" aperto, f € C! iniettiva e w € QF(R™) definiamo il
pullback di w attraverso f (e scriviamo w# = f*w € QF(A)) come

wgc(vlv"' 7Uk) :wf(m)(dfm(vl)a"' 7dfﬂﬁ(vk))'

Osservazione 5.156.
Se w € Q°, cioe w: R” — R allora

W=wof:A-R
Se w € Q™(R™), w =a dx1 A - A dx,,. Inoltre, se n =m
wh=(ao f) Jp dys A+ Ndym

Osservazione 5.157.
Fare il pullback rispetta tutte le operazioni che abbiamo definito per le forme (rispetta
somma, prodotto esterno e differenziale esterno)

5.8.2 K-Superfici Orientabili

Definizione 5.158 (Orientazioni di un k-sottospazio vettoriale).
Se V' C R™ e un sottospazio tale che dim V' = k introduciamo una relazione di equivalenza
tra le basi di V:

Se {h1,--- ,hi} e {h],--- ,h}} sono basi di V allora diciamo che

{h17...7hk}w{h’1’...7 %}
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se detG > 0, dove G € GL(n) ¢ la matrice del cambio di base tale che Gh; = hl.
Definiamo le orientazioni di V' come i due elementi V', V™ di

{basi di V}/N — {V+, V*}
Per convenzione [{e1,--- ,ex}] si dice orientazione positiva di R*.

Definizione 5.159 (k-varieta orientabile).
Una k—varieta M C R™ di classe C' si dice orientabile se esiste f : M — {TM*,TM~}
continua. Una tale f, se esiste, si dice orientazione di M.

Osservazione 5.160.

NON significa che esiste f : M — {base di T,, M} continua. Per l'orientabilita richiedia-
mo che la mappa sia continua nelle classi delle basi, mentre la richiesta di continuita a
immagine nelle basi & molto piu stringente (per esempio, neanche le sfere la posseggono).

Osservazione 5.161.
Se M = ¢(U) con ¢ € C*, rnk (D) = k, allora M ¢ orientabile e [{Dy(e;)}ieqa,... 1} ne
¢ un’orientazione.

Proposizione 5.162.
Un k—varieta M ¢é orientabile se e solo se esistono {@;}ieq1,... Ny con @; : U — R™ di

classe C* iniettive con rnk (Dy;) = k tali che M = Ufil wi(U) e
det(D(gaj_l op;)) > 0.

Dimostrazione.
NON DATA DURANTE IL CORSO. ]

Proposizione 5.163 (Nuova definizione generalizza il caso delle ipersuperfici).
Se M CR™ ¢ una (n—1)—superficie allora M ¢ orientabile se e solo se esiste una scelta
continua di N : M — (TM)+\ {0}, cioé posso definire un vettore normale.

Dimostrazione.
Segue da TM~* = Span (N) e N* = TM. O

Definizione 5.164 (k—superficie con bordo).
M & una k—superficie con bordo se per ogni x € M esistono U intorno di z, D C R*
domino regolare (con bordo) e ¢, : D — R™ di classe C'! iniettiva con rnk (D, ) = k tali
che

MNU = ¢.(D).

Definiamo il bordo di M come

OM ={xg € M |Vz € M t.c. xg € p(U), zo € ¢, (0U)},
la quale ¢ una (k — 1)—superficie di classe C*.

Osservazione 5.165 (Orientazione indotta sul bordo).
Se M orientabile, posso scegliere ¢ tale che [{dp(e;)}ieqi,... &3] sia Iorientazione di M.
Per ogni y € 9D scelgo {v1,- - ,vk_1} base di T'D tale che [{v1, - ,vk—1, Np(y)}] =
[{e1, -+ ,er}], dove Np(y) ¢ la normale di D in y.
Chiamiamo [{v1, - ,v;x_1}] I'orientazione positiva 97D di dD.
Questa definisce [{d@(v;)}ieq1,.. k)] orientazione di M, cioe se M ¢ orientabile allora
OM ¢ orientabile e un’orientazione di M induce una orientazione di OM.
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5.8.3 Integrale di k-Forme su k-superfici orientabili e Stokes

Definizione 5.166 (Integrale).
Sia U C R™ aperto. Se w € Q"(U) (e quindi w = adzy A - - A dx,,) poniamo

o o

Se U CRFep:U — R diclasse C! iniettiva con rnk (Dy) = k, se M = ¢(U) & una
k—superficie e w € QF(R™) poniamo

[ o= [
M U

Se M C R™ ¢ una k—superficie orientata tale che M = Uf\il 0;(U) con i # j =
eiU)Np,;(U)=0e [{dpi(er), - ,dp;(ex)}] ¢ orientazione di M per ogni i e per ogni
x € U (ben definita per orientabilita di M vista sulle ;) allora poniamo
N N
/ w= Z/ w = Z/ wf, dove w? e il pullback di w tramite ;.
M i=1 7 ei(U) i=17U

Osservazione 5.167.
Se M+ e M~ sono le due orientazioni di M allora

foo= e

Proposizione 5.168 (Proprieta dell’integrale).
L’integrale definito gode delle sequenti proprieta:

o/aw1+,8w2=a/ w1+ﬁ/ wo
M M M

o/ w:/ w+/ w se My N My =10.
MyUMs M, Mo

Teorema 5.169 (Stokes).
Sia M una k—superficie di classe C' in R™ orientata e sia w € Q*~Y(R™) una forma

differenziale di classe C*1, allora
/ dw = / w.
M oM
Dimostrazione.

NON DATA DURANTE IL CORSO O
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Capitolo 6

Equazioni Differenziali
ordinarie

6.1 Esistenza e unicita e Soluzioni Massimali

Definizione 6.1 (Equazione differenziale).
Un’equazione differenziale (ordinaria) di ordine k ¢ un’equazione della forma

F(m,y(m)7 7y(k)(x)) =0,

dove I CRe F:Ix (R")¥ — R & continua. La funzione y : I — R™ & detta funzione
incognita.
Se & possibile scrivere ’equazione nella forma

y(k) = F(ZL’, Yy 7y(k71)(1’))
chiamiamo questa forma esplicita.

Osservazione 6.2 (Ricondurre un’equazione al primo ordine).
Tramite un cambio di variabili Y (x) = (y(z),---,y*~!(x)) € R" possiamo scrivere un
equazione differenziale di ordine k nella forma

Y' = f(z,Y)
per un’opportuna f continua.

Definizione 6.3 (Problema di Cauchy).
Data un’equazione differenziale y' = f(x,y) dove f : I x A — R™ con A C R™ aperto, un
sistema del tipo

y(zo) = Yo

con (xg,y0) € I x A & detto problema di Cauchy. Il valore yy & detto dato iniziale.

{y’Zf(x,y)

Osservazione 6.4 (Formulazione integrale del problema di Cauchy).
Dato il problema di Cauchy

y(w0) = Yo

{ y = f(z,y)
y(z) ne & soluzione se e solo se risolve

y(2) = 9o + / o

in particolare le soluzioni di un problema di Cauchy sono di classe C* (la loro derivata &
f(z,y(z)) che & continua).
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Notazione 6.5.
Per il resto della sezione supporremo che ’equazione differenziale in esame abbia la forma

y' = f(z,y)
e che i problemi di Cauchy abbiano la forma
{ v = f(x.y)
y(@o) = yo
Supponiamo inoltre A = B, (yp) e come notazione poniamo
I, = (xg — a,zo + a).

Definizione 6.6 (Uniformemente Lipschitz).
Una funzione f(z,y) : I, X B.(yo) — R™ ¢ detta uniformemente L—Lipschitziana
nelle y se esiste L > 0 tale che per ogni (z, 1), (x,y2) € I, X By (yo)

|f(’1:7y1) - f(’r7y2)| < L‘yl - y2|

Teorema 6.7 (Esistenza e Unicita Locale / Cauchy-Lipschitz).

Supponiamo che f : I, xB,.(yo) — R™ sia continua, limitata e uniformemente L—lipschitziana
nelle y. Allora esiste § € (0,a] ed esiste un’unica y € C*(I5,R™) soluzione del problema

di Cauchy con dato iniziale (xo,yo).

Dimostrazione.
Per la formulazione del problema di Cauchy in forma integrale (6.4) si ha che le soluzioni
saranno necessariamente C'. Dato § > 0 poniamo X = (C(I5,R"), | - [lx) con I5 =

[zo — J,z0 + 0] e definiamo

Xsr ={y € C(Is,R") | y(z) € Br(yo) Y € Is},

il quale & un sottospazio chiuso di C(Is,R™), in particolare X5, & uno spazio metrico
completo. Per mostrare esistenza e unicita proviamo a costruire una contrazione su Xs ,
per un opportuno 0 che abbia come punto fisso una soluzione del problema di Cauchy.
Se riuscissimo potremmo applicare il Teorema delle contrazioni / Banach Caccioppoli
e avremmo mostrato che esiste un unico punto fisso e quindi un’unica soluzione del
problema di Cauchy.

La forma integrale del problema di Cauchy (6.4) ci suggerisce una candidata contrazione:

X(;’T — X

oy s ot 7 Fty@)dt

infatti se y = F(y) allora y ¢ evidentemente una soluzione del problema di Cauchy.
Cerchiamo delle condizioni sufficienti affinché F' sia una contrazione su Xs,:
F(Xs,) € Xs,r) Poniamo M = | f||,,. Vogliamo capire quando per ogni « € Is si ha

[F(y)(x) — yo| <

[F(y)(x) = yol =

| f(t,yu))dt} <M<,

r
dove 'ultima disuguaglianza vale se § < —.

C'— Lipschitz con C € (0,1)) Vogliamo capire quando per ogni y1, y2 € X5, si ha

1F(y1) — Fy2)llo <Cllyr — w2l -
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Calcoliamo

|F(y1)(x) — F(y2)(x)| =

/vaumm/mﬂamwmﬂg
s/“uwma»—ﬂmmwnﬁs

0

SL/ﬂm@%wﬂmﬁg

0

<Lé[lyr — 2l < llyr — 920l

1
dove 'ultima disuguaglianza vale se ¢ < I

Se scegliamo § < min (a, ﬁ, %) allora entrambe le condizioni sono rispettate e F' € una
contrazione. Per quanto detto questo conclude. O

Osservazione 6.8 (Caso per f non limitata).

Il teorema vale anche per f non limitata. Restringendo il dominio di f ad un compatto
che contiene un intorno di (xo,yo) troviamo un intorno del punto dove f & limitata.
Restringendo ulteriormente troviamo una restrizione del dominio dove f rispetta le ipotesi
del teorema'. Sia dunque y : Is — R™ la soluzione garantita applicando il teorema

considerando f ristretta. E evidente che y rispetta la tesi anche per f senza restrizione.

Osservazione 6.9 (Baffi di Peano).

Se f non & uniformemente lipschitziana allora non abbiamo unicita. Questo fenomeno
¢ detto baffo di Peano. Possiamo perdo mantenere l'esistenza, che si formalizza nel
Teorema di Peano.

Esempio 6.10 (Un classico baffo di Peano).
Consideriamo il problema di Cauchy

{y’:\/ﬁ

y(0) =

abbiamo le seguenti soluzioni

in particolare non abbiamo soluzione unica.

6.1.1 Soluzioni Massimali

Osservazione 6.11 (Estensione di soluzioni).
Sia y : Is — B(yo) una soluzione del problema di Cauchy. Osserviamo che y &
M —Lipschitziana per M = || f]| :

!
ly' (@) = [f(z,y(@))| < [[fllc = M,
dunque esistono i limiti (1.43)?
lim z) =yt
r—xotd y( ) Y

Se y* € B,-(yo), ciot |y™ —yo| < r allora posso riapplicare il Esistenza e Unicita Locale /
Cauchy-Lipschitz ed estendere la soluzione a (xo—9, zg+9d+4") con ¢’ > 0. Analogamente
per y~ € By(yo)-

Isegue dal fatto che I e B,/ (yo) al variare di b e 7’ sono sistemi fondamentali di intorni per zo € I,
e yo € Br(yo) e che il prodotto di aperti & aperto

2Stiamo sfruttando il fatto che funzioni uniformemente continue definite su un aperto ammettono
estensione continua unica sul bordo.
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Definizione 6.12 (Soluzione massimale).
Dato un problema di Cauchy. Una soluzione

y: (xg — 01,20 + 62) = B (o)
¢ massimale se

e fh<a = lim y(z) € dB,(yo)

rz—xo+02

e fy<a = lim y(x)€ IB,(yo)
r—xo—0971
Osservazione 6.13 (Teorema degli asintoti / Fuga dai Compatti).
Se a = r = 400 e y & una soluzione massimale del problema di Cauchy definita su
(zo — 81,20 + 62) allora dom(f) =R x R™ implica che se d; & finito allora
lim |y(z)| = 4o0.

124)210751
Similmente abbiamo un asintoto anche per dy finito.

Osservazione 6.14.

Consideriamo ’equazione differenziale data da f : I, x B,.(yp) — R™. Supponiamo che
[ sia L—lipschitziana nelle y e poniamo M = ||f||. Sia y una soluzione massimale, la
quale & M —Lipschitz e sia (z¢ — 01, 2o + d2) C I, il suo dominio. Allora

M-Lipschitz
r = |y(zo + d2) — yo| = y(xo + 02) — y(z0)| < Més,

cioé @ > 0y > a7- Similmente a > 01 > 17- Dunque lintervallo di esistenza della
soluzione massimale dipende da a, r ¢ M ma NON da L.

Definizione 6.15 (Inf-Convoluzione).
Sia X uno spazio normato e siano f,g: X — R. La loro inf-convoluzione ¢ data da

T yig)f({f(w —y)+9(y)}

Teorema 6.16 (Teorema di Peano).
Supponiamo che f : I, x Bn.(yo) — R" sia continua e poniamo M = | f||,. Allora
esistono § > min (a L) ey : Is — B.(yo) soluzione del problema di Cauchy con dato

' M
iniziale (xo,Yo)-

Dimostrazione.
Per ogni K € N approssimo f con fx che sia K-Lipschitz. Consideriamo I'inf-convoluzione
di f(x,") ez K|z| 3

frlwy) = _inf {f(@.2)+ K|z =}

Dato che (x,y) — f(z,2) + K|z — y| &€ K—Lipschitz in y per ogni z, si ha che anche fgx
¢ K—Lipschitz (1.46).
Osserviamo che fx < fx+1 < f, dunque

lim fic () = sup frc(a,) = f.
K

Infine osserviamo che fx — f uniformemente, cioe || f — fx | — 0.
Applico il teorema di Esistenza e Unicita Locale / Cauchy-Lipschitz al sistema

Y = fr(®,yK)
Yk (T0) = Yo

3La inf-convoluzione corrisponde ad approssimare f considerando I'inviluppo inferiore di coni di
pendenza K posti in ogni punto di f. In un qualche modo “tagliamo da sotto i pezzi troppo ripidi”.
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e trovo una soluzione yx : Is — B, (yo), che estendo fino ad essere massimale. Dato che il
domino non dipende da K (osservazione precedente) abbiamo che tutte queste soluzioni
massimali hanno lo stesso dominio.

Osserviamo che yx ¢ M —Lipschitz dato che || fx ||, < [|f|l = M, quindi le yx sono
equilimitate (||fx|. < M) ed equicontinue (addirittura sono equilipschitziane). Per il
Teorema di Ascoli-Arzela esiste una sottosuccessione K, tale che

vk, =y € C(Is, B (y0))

uniformemente. Si ha dunque che

y(x) zlign Yk, (z) = 1171111 Yo + /m I, (tyx, (t))dt Conv.Unif.
o
=yo + /: lign i, (tyx, (t))dt =
0
“wo+ [ sy
o
cioe y ¢ una soluzione del problema di Cauchy. O

Proposizione 6.17 (Equazione lineare al primo ordine).
Date a(x),b(x) : R — R continue, il sistema di Cauchy

{ Y (z) = a(z)y(z) + b(x)

y(wo) = o

ha un’unica soluzione, ovvero

x
) = et + [ A A,

T
dove A(x) = [ a(t)dt.
Dimostrazione.

Riscriviamo 1’equazione come

y'(z) — a(z)y(x) = b(x)

e moltiplichiamo entrambi i membri per e~4(*)

D) = AD( (@) — al)y(@) = (A Dy())

Integrando in  abbiamo

e A@y(z) — =A@y (24) = / e Wp(t)dt,
=1 o

da cui "
y(z) = yoet™ —|—/ eA@=ADp(1)dt.

Zo

Osserviamo che questa soluzione rispetta le condizioni del Esistenza e Unicita Locale /
Cauchy-Lipschitz, dunque & unica sul suo intervallo di definizione. O

Osservazione 6.18.
Poiché a e b sono definite globalmente, anche la soluzione y definita sopra & definita
globalmente.
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Teorema 6.19 (Teorema di Esistenza Globale).
Sia f : RxR™ — R™ continua con | f(z,y)| < a(z)|y|+b(z) cona,b € C(R), a >0, b> 0.
Allora ogni soluzione massimale del problema di Cauchy & globale.

Dimostrazione.
Sia y : (o — 01,20 + d2) — R™ una soluzione massimale e supponiamo per assurdo
02 # +00 (il caso 1 # +oco € analogo). Per il Teorema degli asintoti / Fuga dai Compatti

lim |yl =+

rz—xo+02

Sia z(z) = |y(x)| e supponiamo z > 0 (tanto lo & vicino a xg + d2):

! = /$ y(l') €T xZ a\xr)z\x €T
2(@) =y @) < @) < al@)s(@) +5(),

dunque z(z) < Z(x)%, dove Z risolve il sistema

Z=az+b
Z(z0) = z(x0) = [yol-

In quanto soluzione di un’equazione differenziale lineare (6.17), Z & definita globalmente,
ma questo e assurdo perché y ha un asintoto in xg + 2 e quindi z tende a +oo in
xo + 9. O
6.1.2 Dipendenza continua dal dato iniziale
In questa sezione consideriamo il problema di Cauchy

Y = flz,y)

y(zo) = yo

Teorema 6.20 (Dipendenza continua dalle condizioni iniziali).
Sia f continua e L—lipschitziana in y. Se

y(x) = ®(z0,y0)(2)

e la soluzione del problema di Cauchy allora ® ¢é lipschitziana in yo e si ha

|D(x0,Y0)(z) — P(z0,y1)(x)] < |yo — yl‘eL\zfa:(ﬂ

Dimostrazione.
Accorciamo la notazione ponendo

Yo(x) = (20, 90)(z), v1(z) = ®(20, y1)(2).
Definiamo
w(z) = |yo(z) — y1 ()],
la quale ¢ lipschitziana in x:
/ _ yo(z) —wi(x) ) — o

w'(w) = I ) — i
=|f(z,y0(@)) = f(z,11(2))] <
<L|yo(z) — y1(2)| = Lw(z).

4Moralmente, a paritd del punto di partenza, una soluzione resta sotto un’altra che ha derivata
maggiore al crescere di x.

8
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Osserviamo dunque che se z € la soluzione di

{ 2 =Lz
z(xo) = w(zp)

allora z > w per x > xg, cioe

w(z) < z(x) = |yo(x) — ya(a)|elE=m0).,

La stima per x < x( si trova scambiando = con —z. O

6.2 Sistemi Lineari

Definizione 6.21 (Equazione differenziale lineare).
Pera e ICRe A: I — M(n,R) eb: I — R™ continue, un’equazione differenziale della
forma

y'(z) = A(z)y(x) + b(x)

¢ detta lineare. Si parla anche di sistema lineare.
Se A(z) = A costante allora il sistema & detto a coefficienti costanti.
Se b(x) = 0 il sistema & detto omogeneo.

Osservazione 6.22 (Esistenza e unicita globale delle soluzioni per sistemi lineari).
Le soluzioni esistono globalmente (per ogni « € I) e sono uniche per (6.7) e (6.19).

Proposizione 6.23 (Le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio affine).

Le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio affine di dimensione n. In par-
ticolare le soluzioni del sistema omogeneo y' = A(xz)y sono uno spazio vettoriale di
dimensione n e una soluzione di y' = A(x)y + b(x) si scrive nella forma

y(x) = yp(z) + yo (@),
dove yo(x) & una soluzione di y' = A(x)y e yp(x) € una soluzione fissata del sistema.

Dimostrazione.
Consideriamo il sistema omogeneo

e sia ®(zg, yo)(x) la sua soluzione (6.22). Osserviamo che

R™ — R™

¢: vo +—— P(zo,y0)()

e lineare e bigettiva: e lineare per linearita della derivata, surgettiva perché ogni soluzione
ha un valore in z( e iniettiva per il Esistenza e Unicita Locale / Cauchy-Lipschitz.
Si ha dunque che lo spazio delle soluzioni ha dimensione dim ¢(R") = dimR" = n.
Siano ora y; e ys soluzioni di y' = A(z)y + b(x). Posta w(x) = y; — y2 si ha che questa

¢ una soluzione del sistema omogeneo per linearita. O

Osservazione 6.24.
Se y1,- -+ ,Ypn sono una base dello spazio delle soluzioni di y' = A(z)y e y, ¢ una soluzione
diy’ = A(x)y+b(z) allora la soluzione generale di y' = A(x)y 4 b(z) si scrive nella forma

y(@) = yp(x) + Y cir), ¢ €R.
i=1

161



Osservazione 6.25 (Ricondurre equazioni di ordine alto a sistema del primo ordine).
Le equazioni lineari di ordine k

k—1
v =3 ayO(@) +b
=0

si possono scrivere come sistema del primo ordine ponendo

Y(x) = (y(2), - ,y* D (2))

e risolvendo il sistema

Y' = AY + B,
dove

0 1

0 1 0 0

A= e B(z) =
0 . 0
0 1 b(z)

ap ai a2 -+ Gp—2 Qap-—1

6.2.1 Caso lineare a coeflicienti costanti
Caso omogeneo

Consideriamo dapprima il caso del sistema lineare omogeneo a coefficienti costanti:
Fissiamo A € M(n,R) e consideriamo il sistema

cercando le soluzioni y : I — R™.

Definizione 6.26 (Esponenziale di matrice).
Data A € M(n,R) definiamo ’esponenziale di A come

oo n

A
A_E

n=0

Osservazione 6.27 (Assoluta convergenza dell’esponenziale di matrice).
Se sulle matrici consideriamo la norma indotta

[|A]| = max |Ax|,
[z]<1

la serie
oo An
>
n=0

e assolutamente convergente.

Dimostrazione.
Abbiamo assoluta convergenza se converge la serie dei moduli:

oo
k=0

Ak
K

AT A
Skz = Al cr

=0
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Osservazione 6.28 (Convergenza uniforme all’esponenziale di matrice).
Se consideriamo le funzioni

M(n,R) — M(n,R)
N
fN: A" )
A — Z o

queste sono uniformemente convergenti a e per N — 400 sui compatti di M(n,R) per
il Teorema di Ascoli-Arzela.

Proposizione 6.29 (Proprieta dell’esponenziale di matrice).
Valgono le sequenti proprieta

1. Se AB = BA allora eAB = e4eB = eBed

k
2. e = lim (In + A)
k—+oco /C

A

3. det(e?) = et 4 > 0, in particolare e? & sempre invertibile e (e

4. Se M ¢ invertibile allora
M™'AM _ pr-1,Apr

Dimostrazione.
1) Segue computazionalmente:

oo k
6A+B:Z A+B ZZ()AhBM_
k=0 k=0 h=0
Ah Bk—h
Zzh'k‘ h)!

k=0 h=0

(55) (,iif)=

—eAeB,
dove per la penultima uguaglianza abbiamo usato il fatto che il raggio di convergenza
dell’esponenziale ¢ infinito e la formula del prodotto di Cauchy per le serie assolutamente
convergenti.
2) Sviluppiamo il termine del limite

(e 2) -5 0% -5 () - Eo

=0 =0 | ,

=Ck,i

dove abbiamo posto ¢ ; = 0 per ¢ > k.

L

Mostriamo che questa successione tende a »_.° z, :

A k [e'e] Ai [ee) AZ
0< <In+k> 727 Z(Ck,ifl)j
i=0 i=0 '

[e%s} 1

JAJf exiclo
SZ ek, — 1] i <
=0
=R(k)
ALy
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Segue che la serie R(k) converge assolutamente per ogni k, dunque & lecito calcolare
limj, R(k) considerando la serie dei limiti, cioe

] 7 [oe] 7
. AP & 14
Jim D e =1 5 = ) lime — 1) 2
1=0 1=0

Per concludere basta dunque mostrare che ¢, ; — 1 per ogni ¢, che segue dal seguente
conto:

. ol ' i—1 j i—1
7=0 Jj=0
3) Usando il punto precedente,

A . A N Forma di Jordan
det(e™) :hj{fndct I, + N =

J N
= lim <det <In + N)) —

1 ¢ 1\
:62?:1 i :etl‘147

dove \; sono gli autovalori di A come matrice a coefficienti complessi.
4) Segue computazionalmente:

[ee] oo
—1 M~TAM)* M=TAFM
BM AM — Z ( ) _ Z — M*leAM.

k! N k!
k=0 k=0

Proposizione 6.30 (Calcolo dell’esponenziale).
Per calcolare l’esponenziale di matrice € utile studiare © sequenti casi particolari:

1. A diagonale

A1
A2
A =
An
2. A blocco di Jordan
A1
A1
A =
1
A
Dimostrazione.
1) Osserviamo che
)\’f e
b e
Ak = ) — et =
)\k 6)‘"

164



2) Sia C = A — AI e osserviamo che ¢ nilpotente (ad ogni passo si alza la diagonale fino
a scomparire dopo n — 1 moltiplicazioni):

A _ JCHA _ A C

€ €

Ci basta calcolare ’esponenziale per le nilpotenti:

1 1/2 1/3! - 1/(n—1)!
n—1 1 1/2 :
el T 1/3!
- 1 1/2
1

Teorema 6.31 (Derivata dell’esponenziale di matrice).
La funzione x — e* ¢ differenziabile per ogni x € R e si ha che

deacA
dx

= Ae*A

Dimostrazione.
Calcoliamo la derivata in questione:

g1
_zA . — TA _ TA
=" A In+’111£>%hjgzo 7(3,_’_2)! e"A = Ae®?,
—_——

abs. conv.

dove 'assoluta convergenza segue dal fatto che in modulo possiamo maggiorare la serie
con una geometrica. O

Corollario 6.32.
y' = Ay

y(x) = el Ay, ¢ lunica soluzione di
y(@0) = o

Caso non omogeneo

Consideriamo ora il sistema,
Yy = Ay + b(x)
Y (CCO) =Y
con A€ M(n,R) eb:R— R" continua.
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Proposizione 6.33 (Sistema lineare a coefficienti costanti).
In analogia alle equazione lineari del primo ordine (6.17)

x

y(a) = el 7m0y, + €IA/ e~ Ab(s)ds

Zo

Yp

Dimostrazione.
y =Ay+b

La tesi segue se ¥, ¢ una soluzione del problema di Cauchy { (20) = 0
Y\®o) =

Y, = AexA/ e Ab(s)ds + " e " b(z) = Ay, + b().
o :In

L’altra verifica e evidente perché gli estremi di integrazione coincidono e quindi in ogni
entrata troviamo 0, dunque abbiamo e*40 = 0. O
Caso bidimensionale omogeneo

Consideriamo il sistema
y = Ay

pery : R - R? e A = (2¢4). Siano A\, Az € C gli autovalori di A. Si presentano i
seguenti casi:
Diagonalizzabile reale) Se A1, 2 € R e

-1 (M
(v )

—1 .
allora e4 = MeM "AM =1 Ogserviamo che

v-tan (€M
€ - e>\2 ’

dunque le soluzioni di ' = (M ~1AM)y sono quelle della forma

)\1 )\2(12)

y(z) = (re™®, cqe

per c1,co € R.

Per A1, A2 < 0 diciamo che (0,0) & un nodo stabile, per A;, A2 > 0 abbiamo che (0, 0)
¢ un nodo instabile, altrimenti abbiamo una sella.

Blocco di Jordan reale) Se Ay =g =X €Re

M™YAM = (’\ 1)

0 A

allora le soluzioni del sistema y’ = (M ~'AM)y risolvono

{y'l :)\yl + Y2 — {yll :)\y1+y2 . {yl :Cle)‘m+62x6)\z

/o _ A _ A ’
Yy = A2 Yo = cge™” Y2 = coe™”

cioe
y(x) = e (cy + oz, ca).
Se A < 0 parliamo di nodo improprio stabile e se A > 0 abbiamo un nodo improprio

instabile. _
AM=A€C\R el =X) Se A=a+if allora

_ a —f
M 1AM<B a).
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Osserviamo che

o sinf8  cosf

_ 0 -8 G
M IAM:eae(ﬂ 0)—60‘ (COSB smﬁ)

. Y -1 . . . . . .
cioe eM AM & yna rotazione di angolo § seguita da un riscalamento di fattore e®. Le

soluzioni del sistema y’ = (M ~1AM)y sono della forma

y(x) = e (cq cos(Bz) — cosin(Bx), ¢1 sin(Sz) + c2 cos(fx)).

Se a < 0 abbiamo un fuoco stabile, se @ > 0 abbiamo un fuoco instabile, se @ = 0
allora abbiamo un centro. Se § > 0 abbiamo una rotazione in senso antiorario. Se 5 < 0
allora abbiamo rotazione in senso orario.

6.2.2 Sistemi lineari (non a coefficienti costanti)

In questa sezione consideriamo A, b continue su I C R e il sistema sara
Y = A(x)y + bla).

Caso omogeneo
Il caso omogeneo corrisponde al sistema 3y’ = A(x)y.

Definizione 6.34 (Matrice Wronskiana).
Date n soluzioni y1, - , ¥, la matrice

W(z)= (1] [ yn)
¢ detta matrice wronskiana e w(z) = det W(z) & detto determinante wronskiano.

Osservazione 6.35 (Wronskiana nel caso di coefficienti costanti).
Se A ¢ costante allora le soluzioni sono della forma y = e*4y,. In particolare scegliendo
y; = e; si ha che e®“e; sono soluzioni del sistema, dunque e*4 & una matrice Wronskiana.

Proposizione 6.36.
Se W ¢ una matrice Wronskiana e w = det W allora

o W(z)=A(z)W(x)
o w'(z) = (tr A)w(z).

Dimostrazione.
*) Segue da y;, = A(z)ys.
*) Verifichiamo la seguente identita:
det(W (z + h)) =det(W (x) + hW'(z) + o(h)) =
[ ——
=(I+hA)W
zdet(I + hA)w(x) + o(h) =

Per concludere calcoliamo w’:

w(z) = ,ggr% D 20 _ iy et (W e+ 1) — ) =

= E((l +tr (A)h + o(h))w(x) + o(h) — w(x)) =
—tr( Jw ().
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Osservazione 6.37 (Determinante Wronskiano nullo se e solo se le soluzioni sono dipen-

denti).

Sia W la matrice Wronskiana data dalle soluzioni yi,-- ,¥y, e sia w il relativo de-
terminante Wronskiano. Allora w(xzg) = 0 se e solo se y1, -+ ,y, sono linearmente
dipendenti.

Dimostrazione.

L’equazione
w'(z) = (tr A)w(x)

¢ un’equazione del primo ordine scalare, dunque (6.17)
w(z) = w(zy)e ™, dove F(z) = /x tr (A(s))ds,
o
in particolare se w(zg) = 0 per qualche z( € I allora w(x) = 0 per ogni z. Per definizione
di determinante wronskiano abbiamo la tesi. O
Caso non omogeneo

Se y1, -+ ,yYn sono soluzioni di y' = A(z)y e y,, = A(x)y, + b(x) allora

Y =A@y +br) = y=y,+ Zciyi con ¢; € R.
i=1

Proposizione 6.38 (Soluzione particolare di un sistema lineare).
Data una matrice wronskiana W con det W # 0 °, si ha che

yp(x) = W(x) /T W(s)"'b(s)ds

¢ la soluzione particolare che verifica y,(zo) = 0.

Dimostrazione.
Poniamo y,(z) = W(x) f;o W(s)tb(s)ds.

y,(x) =W'(x) /x W(s) 'b(s)ds + b(z) =

=AW (z) /w W(s)flb(s)ds +b(x) =
=Ay,(x) + b(z),

cioé y, & una soluzione particolare. Sostituendo x = x( € chiaro che y,(z¢) = 0. O

6.3 Sistemi autonomi

Definizione 6.39 (Sistema autonomo).
Sia 3/ = f(y) per f: A — R"™ con A aperto e f € C*(A). 1l sistema si dice autonomo
se f dipende solo da y.

6.3.1 Traiettorie

Definizione 6.40 (Traiettoria).
Sia u : (o, 8) — Q una soluzione massimale di v’ = F'(u). L’insieme

{u(®) [t € (o, 8)}

si dice traiettoria o orbita di .

5leggasi “date n soluzioni indipendenti”
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Osservazione 6.41.
Una traiettoria ha una orientazione in maniera naturale.

Lemma 6.42 (Gruppi additivi densi in 0).
Se G C R & un gruppo additivo con l'operazione indotta dalla somma in R tale che 0 e
un punto di accumulazione allora G ¢é denso in R.

Dimostrazione.

Fissati P € R e € > 0 si ha che per ipotesi esiste r € G tale che 0 < |r| < . Dato che G
¢ un gruppo (chiuso per inverso additivo) supponiamo r > 0. Allora per un opportuno
k € N si ha che kr € B.(P) per la proprieta archimedea di R. O

Osservazione 6.43 (Proprieta delle traiettorie).
Valgono le seguenti affermazioni

1. Se u @ soluzione di v = F(u) e ¢ € R allora anche v(t) = u(t — ¢) & soluzione di
v’ = F(v).

2. Se w e u sono soluzioni di v’ = F(u) e u(tg) = u(t;) allora hanno la stessa traiettoria.
Pil precisamente @(t) = u(t + to — t1).

3. Se u & una soluzione non costante di v’ = F(u) tale che u(ty) = u(t;) allora u &
periodica con periodo T' # 0.

Dimostrazione.
1) Deriviamo
V() =u'(t —c) = F(u(t —c)) = F(v(t)).

2) Basta mostrare che u e v(t) = u(t + top — t1) sono due soluzioni dello stesso problema
di Cauchy. Per il punto precedente entrambe risolvono u’ = F(u) e coincidono per ¢ = t;
per costruzione.

3) Per il punto precedente si ha che u(t) = u(t + to — t1) per ogni t. Osserviamo che u ¢
definita su tutto R per la proprieta archimedea di R. Sia

P ={peR[u(t) =ult+p)}.

Osserviamo che & # () in quanto to — t; € &. Osserviamo che £ & chiuso come
sottoinsieme di R ed € un gruppo additivo:

Chiuso) Dato che z — x + ¢ e u(x) sono continue si ha che x — u(t 4+ x) & continua. Se
x; € una successione a valori in & convergente a T si ha che

u(t +7) "I imu(t + 2;) €7 limu(t) = u(t),
1

K2

cloe T € Z.
Gruppo additivo) Verifichiamo che ¢ un sottogruppo di (R, +):

o 0 € & evidentemente
e se p € & allora u(t) = u((t — p) + p) = u(t — p), cioe —p € &

e sea,be P allorau(t)=u(t+a) =u((t+a)+b) =u(t+ (a+0d)), ciota+be .

Sia 2T = 2N (0,+0) e consideriamo il suo estremo inferiore.

x) Se inf £t = 0 allora per il lemma (6.42) £ ¢ denso in R, ma dato che & chiuso si ha
& = R. Ma questo non puo succedere perché u non & costante per ipotesi.

x) Se inf L2+ Chivse hin 2+ = po > 0 si ha che pg ¢ il periodo di u, infatti se esistesse
T # 0 tale che T # kpg per ogni k € Z allora per un opportuno k si ha che 0 < T+ kpg <
Po, che & assurdo per definizione di pg. O
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Corollario 6.44 (Interazione tra traiettorie).
Valgono le seguenti proposizioni:

1. Ad ogni traiettoria corrisponde una famiglia di traslate della stessa soluzione del-
l’equazione

2. Due traiettorie si intersecano se e solo se coincidono
3. Q ¢ foliato dalle traiettorie, cioé & unione disgiunta di traiettorie.

Dimostrazione.

1) Se T & la traiettoria di u allora per per la proposizione si ha che se @ ha come traiettoria
T allora u ¢ un traslato temporale di u. Viceversa tutti i traslati temporali di u hanno
la stessa traiettoria sempre per la proposizione.

2) Questa ¢ un immediata conseguenza del Esistenza e Unicita Locale / Cauchy-Lipschitz.
3) Per ogni punto una traiettoria che passa per quel punto ¢ data dalla soluzione al
problema di Cauchy che ha quel punto come condizione iniziale. La disgiunzione delle
traiettorie e il punto precedente. O

Proposizione 6.45 (Le traiettorie dipendono solo da direzione e verso del campo).
Siano F € CH(Q,RY) e M\(z) € CH(Q,R) con A(x) > 0. Se

G(x) = Ax) F(z)
allora i sistemi u' = F(u) e v' = G(v) hanno le stesse traiettorie.

Dimostrazione.
Sia v una soluzione di v' = G(v). Siano

o= [ Melhds, () =0
Mostriamo che u(t) = v(¢(t)) & soluzione di v’ = F(u) e soddisfa u(0) = v(to):
d , = 1

=AW FE0) S =

A F(v(())
MulAt]])
=F(o(y(t)) = F(u(t))-

La condizione di bordo segue valutando w in 0:

u(0) =v(¥(0)) = v(to),

in quanto ¢(tg) = 0 evidentemente.

u'()

Questo mostra che una traiettoria rispetto a v’ = G(v) & anche una traiettoria rispetto a
u’ = F(u). Se ora consideriamo u(x) = ﬁ e applichiamo quanto detto osservando che
F(z) = pu(x)G(z) avremo anche l'altra inclusione. O
Proposizione 6.46 (Derivata lungo una traiettoria).

Siano Q@ C RN aperto, F € C*(Q,RY) e E € C1(Q,R).

Consideriamo il sistema v = F(u). La derivata di E lungo le traiettorie del campo F é

data da
d

2 (B(®) = VEu(®)) - u'(t) = VE(u(t)) - F(u(t)).
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Definizione 6.47 (Derivata lungo le traiettorie puntuale).
Siano Q C RY aperto, F € C*(Q,RY) e E € CY(Q,R).
Consideriamo il sistema «' = F(u). Definiamo la derivata lungo le traiettorie (del

sistema) puntuale come )
E(z) =VE(z)- F(x)

Definizione 6.48 (Integrale primo).
Una funzione scalare E € (), R) & un integrale del moto per il campo F o integrale
primo del sistema u’ = F(u) se

E=0.

Definizione 6.49 (Sistema Hamiltoniano).
Sia H(p1, *+ ,Pn,q1,"* ,qn) di classe C*'. Un sistema Hamiltoniano & un sistema

della forma
o

,_ OH
%= 3 (p,q)

7
Proposizione 6.50 (Sistemi Hamiltoniani ammettono integrale primo).

Se X ¢ il sistema Hamiltoniano definito da H allora H ¢é un integrale primo per ..

Dimostrazione.
Osserviamo che

: —~ OH OH OH, OH
00 =3 50 00 (< 5o 00)) + G ) 5 () =0

i=1 v

cioe H € un integrale del moto per il sistema > e questo conclude. O]

6.3.2 Punti stazionari e di equilibrio

Notazione 6.51.
Sia  C R™ aperto, F' € C1(Q,R) e consideriamo il seguente problema di Cauchy

u' = F(u)
u(0) =¢

Sia @¢(t) la soluzione del problema di Cauchy.

Definizione 6.52 (Punti di equilibrio).

Un punto & & detto punto di equilibrio (o stazionario) se F(&)) = 0.

Un punto & ¢ detto punto di equilibrio stabile se per ogni R > 0 esiste » > 0 tale
che per ogni £ € B, (&) e per ogni t > 0 si ha

|pe(t) — ol < R.

Un punto & ¢ detto punto di equilibrio asintoticamente stabile se & ¢ stabile ed
esiste r > 0 tale che per ogni £ € B,.(§) abbiamo , liin e (t) = &o.
—+00

Un punto & € detto punto di equilibrio instabile se ¢ un punto di equilibrio e non &
stabile.

Osservazione 6.53.

Intuitivamente un punto di equilibrio stabile & un punto per il quale posso scegliere un
intorno abbastanza piccolo per il quale tutte le traiettorie passanti per questo intorno non
vi si allontanano troppo. La stabilita asintotica implica non solo che le orbite rimangano
limitate ma anche che convergano nel punto.
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Definizione 6.54 (Soluzioni stabili).
Una soluzione ¢, soluzione del problema di Cauchy v" = F(u), u(0) = & ¢ detta stabile
se per ogni R > 0 esiste r > 0 tale che per ogni & € B, () ¢ definita la soluzione g¢(t)
in ogni t e

loe = @eolloe <R, clotlpe(t) — pg,(t)| <R VL >0.

Similmente ¢, € asintoticamente stabile se e stabile ed esiste > 0 tale che per ogni
& € B.(&) si ha
Hm e (t) — e, (1)) =0

t——+oo

Osservazione 6.55.

ATTENZIONE. Anche se due traiettorie sono vicine non ¢ detto che la differenza tra
le loro immagini NELLO STESSO ISTANTE siano vicine, cio¢ infser |¢g, (t0) — @e(s)]
piccolo non implica |gg, (t) — @¢(t)] piccolo.

Definizione 6.56 (Bacino di attrazione di un intorno asintoticamente stabile).
Sia &y un equilibrio asintoticamente stabile. Definiamo il bacino di attrazione di &
come

Q¢ = {5 €Q ’ dm ee(t) = Eo}
Osservazione 6.57.

Q¢, € un intorno di & per definizione di punto asintoticamente stabile.

Proposizione 6.58 (I bacini di attrazione sono aperti).
Dato & equilibrio asintoticamente stabile, Q¢, € aperto.

Dimostrazione.

Sia r > 0 il raggio della definizione di stabilita asintotica di &.

Sia &1 € Q¢, e mostriamo che ¢, ne & un intorno. Per ipotesi ¢¢, (t) — &y, dunque esiste
to tale che @, (to) € Br(§o). Definiamo

¢(z) = @u(to)-

Osserviamo che ¢ & continua per la Dipendenza continua dalle condizioni iniziali. Si ha
dunque che ¢~1(B,.(£)) & un intorno aperto di &;.

Per concludere basta mostrare che ¢~ (B, (&)) C Q¢,:

dato £ € ¢71(B,(&)), per Esistenza e Unicita Locale / Cauchy-Lipschitz abbiamo

@E(t) = (Ptpg(to)(t - tO)

in quanto soluzioni dello stesso problema di Cauchy. Dunque

lim @¢(t) = lim <p¢§(t0)(t —t9) = &o,

t—+oo t—+oo
dove I'ultimo passaggio segue dal fatto che ¢ (t9) € B (&) C Qe,. O

Il seguente risultato permette di stabilire se le traiettorie sono limitate o meno nel caso
di R?:

Teorema 6.59 (Teorema di Poincaré-Bendixon).
Sian=2,y = f(y), f € C*(A) con A CR? aperto. Supponiamo che

1. esiste K C A compatto invariante, cioé y(xg) € K = y(x) € K per ogni x > x
2. f(y) #0 per ogniy € K

Allora esiste una soluzione periodica di y' = f(y) a supporto in K.

Dimostrazione.

NON DATA DURANTE IL CORSO. O
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Funzioni di Lyapunov

Definizione 6.60 (Funzione di Lyapunov).

Dato € aperto, F' € C1(Q,R"), & € Qe F(&) = 0 allora V € C1(Q, R) si dice funzione
di Lyapunov per il problema di Cauchy v = F(u), u(0) = £ se valgono le seguenti
condizioni:

L V(&) =0
2. V(x) > 0 per ogni z # &

3. V(z) =VV(z)- - F(x) <0.

Proposizione 6.61 (Funzioni di Lyapunov e stabilita degli equilibri).
Dato Q aperto, F € CY(Q,R"), & € Q e F(&) = 0 allora

o se & ammette una funzione di Lyapunov V' allora é stabile e

o se & ammette una funzione di Lyapunov V e
Ve #& Viz) <0
allora &y € anche asintoticamente stabile.

Dimostrazione.

Senza perdita di generalita supponiamo & = 0 e sia V' la funzione di Lyapunov per il
sistema rispetto a &g.

*) Sia R > 0 tale che Bg(0) C Q e definiamo

m = min V(z) > 0.
|z|=R

Sappiamo che m & positivo perché 0 ¢ OBgr(0) per R > 0.
Fissiamo ¢ € (0,m) e sia r € (0, R) tale che

B(0) € {z|V(z) <e},

che esiste perché V & continua, V(0) =0 e {z | V(z) < e} = V~1((—o0,¢)), che & aperto
perché preimmagine di aperto tramite continua.
Fissiamo £ € B,(0) e definiamo () = V(g¢(t)). Osserviamo che

P(t) = VV(pe(t) - pe(t) = VV(pe(t)) - Flpe(t)) = V(ge(t) <0,

dunque v & debolmente decrescente. Poiché £ ¢ tale che V(§) < € e ¢(0) = & si ha che
per ogni t > 0 abbiamo V (p¢(t)) = ¥(t) < €, dunque

pe(t) C {z|V(x) <e}.

In particolare, poiché ¢ < m = min|,—g V(z), si ha che ¢(t) non attraversa {|z| = R},
ma dato che £ € B.(0) C Br(0) abbiamo che la traiettoria ¢ limitata da Br(0).
x) Sia & € B,(0) C Q e definiamo

P(t) = Vipe(t)).
Con un conto analogo a prima, dall’ipotesi V(x) < 0, ricaviamo che 9’ < 0. Definiamo

co = inf U(t) = lim_w(t)

t——+oo

Affermiamo che ¢y < 0:
Se per assurdo ¢g > 0 allora {V < ¢y} sarebbe un aperto contenente 0, dunque esisterebbe
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0 > 0 tale che Bs(0) C {V < ¢o}. Poiché ¢ & strettamente decrescente 1(t) > cg, dunque
@¢(t) ¢ Bs(0). Definiamo

o= max V(z)<O0.
5<]z|<r

Poiché £ € B,(0) e p¢(t) ¢ Bs(0) osserviamo che ¢'(t) = V(pe(t)) < o, da cui ¥(t) <
¥(0) 4+ ot, ma poiché o < 0 si avrebbe

. < 1 _
tl}inoo 1/J(t) - t—lgknoo ¢(0) +ot 0,

che contraddice l'ipotesi 1 (t) > ¢o.

Abbiamo dunque mostrato che ¢ < 0. D’altronde sabbiamo che ¢g = inf9(t) e ¥ (t) =
V(pe(t)) > 0 per definizione di funzione di Lyapunov, quindi ¢y = 0.

Da questo segue che 9(t) — ¢y = 0, cioe V(pg(t)) — 0. Dato che V(z) > 0 per ogni
x # 0 si dovra avere per continuita di V' che ¢¢(t) — 0, cioe 0 & equilibrio asintoticamente
stabile. O

Proposizione 6.62 (Criterio di instabilita).
Sia & un punto di equilibrio per il sistema u' = F(u). Se esiste W € C1(Q) tale che

1. W (&) = 0 ed esiste una successione & — & tale che W (&) > 0
2. W(z) > 0 per ogni x # &
allora &y ¢ instabile.

Dimostrazione.

Senza perdita di generalita supponiamo &y = 0. Sia R > 0 fissato e mostriamo che per
ogni k € N abbiamo che g, (t) esce da Br(0) per qualche ¢ > 0. Fissiamo k. Poiché
W > 0 si ha che W (yg, (t)) & crescente in t. Dato che W (0) = 0 e W (&) > 0 esiste § > 0
tale che W (z) < W (&) per ogni x € Bs(0). In particolare esiste ¢ tale che

e, (t) & Bs(0).

Poniamo o = 6<r‘nilréR W (z) > 0 e osserviamo che se @g, (t) € Br(0) allora

W(pe, (t)) = W (&) + ot.

Poiché o > 0 si ha che . ligrn W (&) + ot = 400, ma allora ¢, () non rimane sempre in
— 400

Bpr(0) dato che W

B o) ammette massimo per il Teorema di Weierstrass. [
R

6.3.3 Sistema linearizzato

Definizione 6.63 (Punto stazionario iperbolico).
Dato il sistema «' = F(u), se & & un punto di equilibrio tale che Re(\) # 0 per ogni
A € Sp(DF(&)) allora &y ¢ detto un punto stazionario iperbolico.

Teorema 6.64 (Teorema di Linearizzazione / Hartman-Grobman).
Consideriamo il sistema u' = F(u) con F € CY(Q). Sia & un punto stazionario iperbo-
lico. Allora esiste un intorno U di & e ® : U — R™ omeomorfismo tale che ®(&) = 0

(&
7 =DF(&)z

2p(e)(t) = P(pe(t)) risolve il sistema { 2(0) = (&)

Dimostrazione.
NON DATA DURANTE IL CORSO. ]

Osservazione 6.65.

In generale ® & Holder ma non C'!, in particolare non & un diffeomorfismo. Il problema ¢ la
continuita nel punto fisso, infatti si puo mostrare che ignorando il centro ma rimanendovi
vicini abbiamo diffeomorfismi tra le traiettorie del sistema e del linearizzato.
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Definizione 6.66 (Sistema linearizzato).
Dato un sistema u’ = F'(u) e fissato &y definiamo il sistema linearizzato in &, come

2 =DF(&)=.

Osservazione 6.67.
Intuitivamente il Teorema di Linearizzazione / Hartman-Grobman ci dice che un sistema
si comporta come il suo linearizzato in un intorno di un punto stazionario iperbolico.

Dimostriamo adesso una versione pitt debole del Teorema di Linearizzazione / Hartman-
Grobman che ci permette di stabilire se un punto di equilibrio ¢ asintoticamente stabile
o instabile in base agli autovalori del sistema linearizzato.

Teorema 6.68 (Teorema di Linearizzazione per punti di equilibrio).
Consideriamo il sistema v’ = F(u) e sia & un punto di equilibrio (F(&) =0). Poniamo
A =DF(&) e siano Ay, -+, A\ gli autovalori di A. Allora

1. Se Re(A;) <0 per ogni A; allora &y ¢é asintoticamente stabile.
2. Se esiste \; tale che Re(A;) > 0 allora & ¢é instabile.

Dimostrazione.
Senza perdita di generalita supponiamo & = 0 e scriviamo

F(z) = F(0) + Az + R(x) = Az + R(z)
con R(z) = O(z?).
Data la laboriosita della dimostrazione generale tratteremo solo il caso di autovalori
interamente reali e A diagonalizzabile.

1) Supponiamo che A abbia autovalori Ay, -+, A\, (per ipotesi \; < 0) e che

A1
BAB ! = —J
An

Sia x(t) = Bu(t). Osserviamo allora che
W' = F(u) < 2’ = Bu' = BAu+ BR(u) = BAB™'Bu+ BR(B~'z) = Jz + R(x),

dove R(z) = BR(B~'u) che & un O(z2). Ci siamo dunque ricondotti al caso con diffe-
renziale diagonale.

Osserviamo che V(z) = }|z|* & una funzione di Lyapunov per il sistema, quindi per
(6.61) abbiamo che 0 asintoticamente stabile:

V(0) = 0) Ovvio

V(z) > 0 per x # 0) Ovvio

V(xz) <0 per x # 0) In realta ci basta mostrare questo punto solo per un intorno di 0
dato che la stabilita e una proprieta locale. Sia p = {min , |A;|. Osserviamo che
i€ .

1,--,n

V(z) =VV(z) F(z) V=" 2 (Jo+ R(z)) =

= Z Xiz? + R(z) -z
i=1

< = plef? +o(|2f?) <

Ai<—pu<0
<

in opportuno intorno

<|z|*(—p+ o(1))
<- %lle <0.
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Accenno del caso generale: Vogliamo comunque mostrare che %|x\2 di Lyapunov. L’u-

nico passaggio che cambia ¢ la dimostrazione che V(x) < 0, dove non vale piu che
xl Jr = Z?:l A\;x?. Per risolvere questo problema vogliamo trovare una forma per J a
meno di coniugio assuma questo valore eccetto che per un termine che possiamo rendere
abbastanza piccolo.

Portiamo A in forma normale di Jordan reale e coniughiamo in modo tale da moltiplicare
gli 1 e i blocchi ({9) per una costante e arbitraria. Per esempio nel caso del blocco di
Jordan coniughiamo per

€

n

3

A questo punto x " Jz = >0 | Re(\;)2?+0(e|z|?) e concludiamo scegliendo e abbastanza

piccolo.

2) Supponiamo A; reali e non nulli. Supponiamo nuovamente A = diag(A1,- -, \,) con
A< KA <0< A < < A,

dove uno tra i A\j per j > k e il \; dellipotesi. Sia p = min(|Agl, [Ak+1]) il modulo

minimo. Sia ) 1
W(z) = —5256?4- 3 Z z?
i<k i>k+1
e osserviamo che W soddisfa le condizioni per il criterio di instabilita (6.62):
W(0) = 0) Stiamo sommando entrate nulle.
Successione) Basta considerare una successione tipo

T
1
gk:(oa"'a07k> .

Questa tende a 0, quindi definitivamente appartiene a §2 aperto contenente 0 e osserviamo
che

1
w =—>0.
(€)= 55 >
W(x) > 0 per x # 0) Come per il primo punto & sufficiente trovare un intorno di 0 per il
quale la tesi vale. Osserviamo che
W (z) =VW (z) - (Az + R(z)) =
=Y (=i + D il +ollzf?) >

i<k i>k+1

opportuno intorno

>plzf? + o(|zf?)

2%@F>&

Accenno al caso generale: Come per il punto precedente, 'idea ¢ coniugare la forma
normale di Jordan reale in modo da mantenere la stima appena trovata. O

6.3.4 Sistemi bidimensionali autonomi

Definizione 6.69 (Equazioni esatte).
Siano f, g continue. L’equazione

a' = f(x,y)
Y =g(z,y)

¢ detta esatta se la forma w = gdx — fdy ¢ esatta, cioeé se esiste U(z,y) potenziale di w.
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Proposizione 6.70 (Soluzioni implicite di equazioni esatte).

Se x,y, f, g definiscono una equazione come sopra, dove x ey sono funzioni di t. Se l’e-
quazione ¢ esatta allora esiste U € C! tale che g(z,y) = Uy, f(x,y) = —Uy eU(z(t),y(t))
e costante.

Dimostrazione.

Sia U il potenziale dell’equazione. Da questo le prime due condizioni sono la definizione
di esattezza.

Si ha che U & costante in ¢ perché ha derivata nulla:

G (0),9(0) =Usla,v)a’ + Uy )y’ =

=g(z,y)x’ — f(z,y)y’ =
=9(z,y) f(z,y) — f(z,y)g(z,y) = 0.

O

Proposizione 6.71 (Condizione sulle componenti per sistema bidimensionale lineare).
Dato il sistema

' = axr + by

y =cx+dy
le componenti (x(t),y(t)) della soluzione del problema di Cauchy corrispondente al si-
stema con condizioni iniziali (2(0),y(0)) = (xo,y0) rispettano la sequente equazione
differenziale:

v’ — (a+d)u' + (ad — be)u = 0.

Dimostrazione.
Osserviamo che

2" = ax’ + by’ = az’ + bex + dby = ax’ + bex + d(x’ — ax) = (a + d)x’ + (be — da)z
come volevamo. Similmente troviamo la tesi riscrivendo ”. O

Osservazione 6.72.
L’equazione u” — (a + d)u’ + (ad — bc)u ammette piltt soluzioni del sistema originale. Per
risolvere un problema di cauchy potrebbe essere necessario calcolare anche 2'(0) e y'(0).

Osservazione 6.73.
11 polinomio ¢2 — (a+d)t + (ad — be) & il polinomio caratteristico della matrice M = (2 4)
che rappresenta il sistema.

Osservazione 6.74.
Se M come sopra ha traccia nulla (¢ + d = 0) allora il sistema ¢ esatto.

Dimostrazione.
Consideriamo la forma
w = (cx — ay)dz — (ax + by)dy.
Osserviamo che
b,

C
Ulz,y) = 52° —azy — 5y

€ una sua primitiva. O
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Capitolo 7

Misure e distanza di Hausdorff

7.1 Misure di Hausdorff

Abbiamo dato una definizione per le k—superfici. Sviluppiamo piu astrattamente la
teoria.

Notazione 7.1.
Ricordiamo che wy, indica il volume k—dimensionale della palla unitaria in R*, cioe

WE = |BRk (0, 1)|Rk.

Ricordiamo (4.90) che

dove I' ¢ la funzione gamma di Eulero

Definizione 7.2 (Misura di Hausdorff).
Sia k € [0,+00)! e E C R™. La quantita

HE(E) = lim HE(E),

§—0t

dove

diam(E;) <8, EC | E}

i=1

k Wk . - . k
Hy(B) = o inf {;dzam(Ei)

si dice misura di Hausdorff £—dimensionale di F

Osservazione 7.3.

La quantita

diam(E;)*
WE 72]9

R . . . . diam (B,

¢ l'area k—dimensionale del disco B, C R* con raggio r = %()

L’idea della definizione & ricoprire in modo piu efficiente possibile (estremo inferiore)
I’insieme con degli insiemi contenuti in una palla di diametro piccolo e di sommare i
volumi cosi ottenuti.

Osservazione 7.4.
Se d; < 85 allora H’gl (E) > ngz (E), da cui

H*(E) = sup HE(E)
>0
ISULLA BUONA DEFINIZIONE: ¢ valido imporre k non intero se consideriamo come definizione di
wg la formula di (4.90) in astratto.
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Osservazione 7.5 (Misura di Hausdorff sferica).
Se imponiamo F; palla al posto di sottoinsieme troviamo la misura di Hausdorff
sferica

S*(E) = HM(E)

Definizione 7.6 (Misura metrica).
Una misura g su uno spazio metrico si dice metrica se per ogni A, B disgiunti si ha

(AU B) = p(A) + u(B).

Proposizione 7.7.
Se u & una misura metrica, A1 C A C --- (poniamo A =J A,) e dist(A,, A\Any1) >0
per ogni n allora

u (U An) = sup fi(Ay).

Dimostrazione.
NON DATA DURANTE IL CORSO. O

Proposizione 7.8.
Se w & una misura metrica allora i chiusi sono p—misurabili

Dimostrazione.
NON DATA DURANTE IL CORSO O

Teorema 7.9 (Proprieta della misura di Hausdorff).
Valgono le sequenti affermazioni

1. H¥ ¢ una misura esterna in R™ e M D ZB(R"), cioe ’Hk|M e una misura di Borel
2. HY(E) = #E

3. 'H”|M e la misura di Lebesgue

4. Sek >k e M (E) >0 allora H¥ (E) = +o0.

Viceversa se H¥ (E) € R allora H*(E) = 0.
In particolare se k > n allora H*(E) = 0 per ogni E C R™

5. Se f:R™ —= R™ e C—lipschitziana allora

H*(f(E)) < CFHF(E)

Dimostrazione.

)

Monotonia) Se E C F allora HE(E) < HE(F) in quanto un ricoprimento di F (con
diametro maggiorato da ¢§) ¢ un ricoprimento di F (con diametro maggiorato da §),
quindi quando calcoliamo l’estremo inferiore per E abbiamo piu termini. Da questo
segue che HY(E) < HE(F) e quindi H*(E) < HF(F).

o—Subadditivita) Se F; C R™ allora H% (U] Fj) <> HE(F}), in quanto se {E;;}; ¢ un

ricoprimento di F; abbiamo che {E;;}; ; & un ricoprimento di J ; Fj. Da questo segue
che ¥ (U]« Fj) < 3, HE(E)).

Questo mostra che H* ¢ una misura esterna, che possiamo trasformare in misura grazie
al Teorema di Carathéodory. Sia M l'insieme dei misurabili dato dal teorema.
E di borel) Mostriamo che Z(R™) C M, cioe che

HFE) =HF(ANE)+HF(E\ A)

per ogni A boreliano e per ogni E C R".

179



Osserviamo che se dist(E, F) > 0e 0 < < dist(E, F) allora
HE(EUF) = Hi(E) + Hi(F),
da cui HF(EU F) = H*(E) + H*(F), cioe Hk|M ¢ una misura metrica.
Per la proposizione (7.8) si ha che ogni chiuso & H*—misurabile secondo Carathéodory.

A questo punto abbiamo che M contiene i chiusi e in quanto c—algebra deve contenere
i boreliani.

2) Per la monotonia di H° ¢ sufficiente verificare che
N
HO (U{xﬁ) =N,
i=1

dove x; sono punti distinti. Osserviamo che se § < %min#j |z; — x| si ha che se {E; }ics
¢ un ricoprimento con diametro limitato da § abbiamo

HY (U{x,}) =inf {Z diam(F;)°

icJ

N
{E;}ics ricoprimento di U{xz}} —

i=1

i=1

—inf{#J

N
{E;}ic ricoprimento di U{xi}} - N

dove l'ultima uguaglianza deriva dal fatto che #J > N per & abbastanza piccolo ed
evidentemente N insiemi bastano (per esempio Bs(z;)).

3) Osserviamo che ’H”|M ¢ una misura di Borel invariante per traslazioni. Osserviamo
inoltre che i compatti di R™ sono limitati e che H™ & finita su insiemi limitati (H"(F) <
|B(0, diam(E))| per costruzione). Allora per l'unicita della misura di Lebesgue (3.45) si
ha che
n —
H"|, &) = cL.

Per concludere basta verificare che H"(B;) = |B1| = w, (CHE EVITIAMO DI FARE).

4) Basta mostrare la prima delle tre affermazioni. Siano E C R™ e {E;}; un ricoprimento
di E con diametro limitato da §. Osserviamo che

diam(E;)* < 65=* diam(E;)"

dunque )
HEE) < e 2 gtk gy ().
2k Wy
=g ) >0
Passando al limite per § — 07 si ha che
Y (B) = lim MY (E) > ) i L e

Ck k' 6—0 6k_kl
dove I'ultimo passaggio & giustificato dal fatto che H*(FE) > 0 per ipotesi e k — k' > 0.

5) Se f & C—lipschitz e {E;}; & un ricoprimento di E allora {f(E;)} & un ricoprimento
di f(E) e diam(f(F;)) < Cdiam(E;) per lipschitzianita.
Si ha dunque che

Hi(F(E) <5 inf {Z diam(f(E;))"

{E;} ricoprimento, diam(F;) < 5} <

S%C’“ inf {Z diam(E;)"

=C*"HE(E;).

{E;} ricoprimento, diam(E;) < 5} =
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Passando al limite in § abbiamo la tesi. O

7.1.1 Integrazione

Osservazione 7.10.
Se k < n allora H* non & finita sui compatti. In particolare non ¢ o—finita per questioni
di cardinalita.

Definizione 7.11 (Insieme o—finito).
Sia p una misura di borel. Un insieme E € #(R™) si dice c—finito se u‘%(E) = By e

una misura o—finita.

Definizione 7.12 (Integrale).
Sia F un insieme o—finito per H* e sia f misurabile per ’H’“|E 2. Definiamo I'integrale

di f su E rispetto a #* come

/ fdHF = / de’f\E.

E R

Teorema 7.13.

Se X C R™ ¢ una superficie compatta C' k—dimensionale e f : R™ — R ¢ continua allora

Y & o—finito per H* e
[ [ san,
b b

dove il primo integrale ¢ inteso con la definizione per parametrizzazione.

Dimostrazione.
NON DATA DURANTE IL CORSO. ]

7.2 Distanza di Hausdorff

Notazione 7.14 (Spazio dei compatti).
Dato (X, d) uno spazio metrico, poniamo

K(X)={K C X|K compatto, K # 0}.

Definizione 7.15 (Distanza di Hausdorff).
Dotiamo K (X) della struttura di spazio metrico con la seguente distanza, detta distanza
di Hausdorff:

KX)x K(X) — [0, +00]
(C1,Cy) —> max (maxd(x,Cg),grﬂré%id(x,Cl)) ’

zeCq

dy :

dove ricordiamo che d(z,C) = 122 d(z,y).
y

Teorema 7.16 (I compatti con distanza di Hausdorff sono spazio metrico).
La coppia (K(X),dy) € uno spazio metrico.

Dimostrazione.
Verifichiamo gli assiomi di distanza:
dy(C1,Cs) > 0) Segue dal fatto che d(z,y) > 0.

dy(C1,Cs) =0 <= Cy = C3) Se C; = (5 allora per ogni z € C; si ha 0 < d(z,Cs) <
d(xz,x) = 0 e similmente scambiando i ruoli, dunque dy(Cy,C5) = 0.
Viceversa se dy (C1,Cy) = 0 allora per definizione

d(z,Cy) = d(y,Cy) = 0.
max (z,Cs) max (y,C1)

2per esempio f continua o f boreliana
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Dalla prima segue che C; C Cy = Cy® per (1.49) e dalla seconda similmente Cy C Cf,
dunque Cy = Cs.

Simmetrica) Evidente

Disuguaglianza triangolare) Siano Cy, Co, Cy compatti. Per ogni x € Cy esiste y € Cy
tale che d(z,y) < dy(Ch,C2) e per tale y esiste z € Cs tale che d(y,2) < dy(C2,Cs),
dunque

d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) < du(Ch,Ca) + dy(Ca, Cs).

Segue dunque che

d(fE, Cg) = 16an d({L‘, Z) < dq{(cl, 02) + d'H(CQ, 03),

da cui passando all’estremo superiore

max d(z,C3) < dy(Cr, C2) + dyy (C2, C3).

Per simmetria vale la disuguaglianza cercata anche per m%x (z,C1) e dunque abbiamo
zeCsg

la tesi. O

Lemma 7.17.

supd(z,B) =inf{e > 0: A C N.(B)}
TEA

Dimostrazione.

Poniamo: dy = supd(z,B) e g = inf{e > 0| A C N.(B)}: per dimostrare il lemma
z€A
proveremo che Ve < g, dy > €, e che Ve > €g,dy < €.

Se € < gg si ha, per definizione, che A € N (B), dunque esiste un x € A tale che
d(x, B) > €; per definizione si ha che: ¢ < d(z, B) < dp.

Se invece poniamo € > gg avremo che A C N (B), ovvero che, comunque scelto x
appartenente ad A, d(z, B) < €, ovvero che, per passaggio all’estremo superiore su A,
dog < €, che ¢ quanto rimaneva da provare. O

Proposizione 7.18 (Caratterizzazione della distanza di Hausdorff con intorni tubolari).
du(A,B)=inf{e >0 | ACN.(B) e BCN.(A)}.

Dimostrazione.
Per definizione sappiamo che

dy (A, B) = max {sup d(z, A), sup d(z, B)} .
r€EB r€A

Per il lemma precedente possiamo riscrivere I’'uguaglianza come:
dy(A,B) = max{inf{e > 0| A CN.(B)},inf{e > 0| B CN.(A)}}.

Questa scrittura e la nostra tesi, infatti se ad esempio il piu grande dei due estremi
inferiori fosse un £; tale per cui A C N, (B) allora per tutti i valori a € A d(a, B) =

bing d(a,b) < €1, ma quindi, questo si puo leggere come injf4 d(b,a) = d(b,A) < &1 per
S ac

tutti i b € B, ovvero £; & tale che B C A, (A).
O

Teorema 7.19 (Ereditarieta per la distanza di Hausdorff).
Dato (X,d) spazio metrico, valgono le sequenti relazioni:

1. Se (X,d) é completo allora (K(X),ds) é completo.

2. Se (X,d) é totalmente limitato allora (K (X),ds) é totalmente limitato.

3Verso universale del Teorema di Heine-Borel
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3. Se (X,d) é compatto, allora (K(X),ds) € compatto.

Dimostrazione.

1) Sia A,, una successione di Cauchy in K(X). Siccome da un certo indice in poi possia-
mo maggiorare la distanza tra due termini della successione a piacere, senza perdita di
generalita possiamo considerare dy (A, Ant+1) < 27". In generale, per k > n si avra

o0 9
du(An, Ag) < ) 277 < o0

j=n

Definiamo

A={reX|Fme A tea—a}* "2 N A
neN k>n

e verifichiamo che A € K(X) e dy(Ag, A) — 0:

Non vuoto) Fissiamo zg € Ag. Poiché dy; (Ao, A1) < 279 si ha che d(zg, A1) <27 % e
quindi esiste 71 € A; tale che d(zg,71) < 279, Reiterando questa procedura possiamo
costruire una successione xy, con xy € Ay tale che d(xg, zr41) < 2=k Poiché ZZOZO 2k
converge si ha che zj & di Cauchy, quindi per la completezza di X ammette limite x. Per
definizione di A si ha x € A.

A é il limite) Per come & definita la distanza di Hausdorff dobbiamo mostrare che

li d(z, Ax) =0 li d(y,A) = 0.
Wpaxdlo A =0 e T dn 4)

%) Affermiamo che per ogni x € A esiste xy € Ay, tale che d(x,zy) < %:

Per definizione z = lim,, z,, con x, € A,. Scegliamo allora n > k tale che d(z,x,) < %

Poiché

drelAny A1) < 5y
si ha che esiste z,_; € A,,_1 tale che d(z,—1,2,) < 2,%1 Similmente vediamo indut-
tivamente che per ogni j intero compreso tra k e n — 1 inclusi esiste x; € A; tale che
d(zj,zj-1) < 37. Allora

n—1 o'}
2 1 4
d(@k, ) < d(z,zn) + Zd(%‘ —zj41) < oF T Z 5~ ok
=k j=k
Questo mostra che d(z, Cy) < 5, da cui
Az, Ch) < =~
hee AR = op T

%) Dato yi € A affermiamo che esiste xy € A tale che d(yx,z) < 2%
Come sopra, per ogni j > k costruiamo induttivamente y; € A; tale che d(y;,yj4+1) < 2%
Poiché la serie Z]Oi & 277 converge si ha che y; € di Cauchy. Sia x € X il suo limite (che
esiste per completezza di X).

Per definizione x, € A e

> 2
a%ayk 2: y]ﬂh+l §Ea
j=k

dunque

Compatto) Osserviamo che se A & chiuso e totalmente limitato allora la tesi segue,
infatti per la proposizione (1.55) da una qualsiasi successione in A possiamo estrarne una

44 & detto il limite di Kuratowski degli Aj.
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di Cauchy, che converge in X per completezza di X e questo limite appartiene ad A per
chiusura. Mostriamo dunque queste proprieta:

chiuso) Sia x, € A una successione convergente in X e sia x il suo limite. Mostriamo che
x € A: abbiamo gid mostrato che dy (A, A) < max{g%, 2%} = %, quindi d(xg, Ak) <
%. Sia allora yi, € Ay tale che d(zg, yi) < 5%. Osserviamo che y; — x, infatti

4
d(yg,z) < d(zg, x) + d(zk, yr) < d(zg, z) + =

% = o(1) +o(1) — 0.

Poiché yi, € Ax e yr — « si ha per definizione che z € A.

totalmente limitato) Proviamo a costruire una e—rete per A. Sappiamo che per ogni
d > 0 esiste Nj tale che per ogni n > Nj si ha A C Ns(A,), in particolare per un qualche
N si ha A C Ne(Ay). Sia R una §—rete di Ay, il quale & totalmente limitato perché
compatto. Consideriamo ora

R ={reR|B:(r)nA+#0}

e per ogni r € R’ sia s, € B¢(r) N A. Sia infine S = {s, | 7 € R’}. Mostriamo che S ¢

una e—rete di A:

Sia a € A. Poiché A C NEAN si ha che d(a, Ax) < £, quindi esiste 2 € Ay tale che

d(a,r) < 5. Poiché R ¢ una {—rete di A, si ha che esiste r € R tale che x € Bs(r)

e quindi per disuguaglianza triangolare a € Bs (r). Questo mostra anche che r € R/,

quindi possiamo considerare s, € S. Osserviamo che
d(a,s) < d(a,r) +d(r,s) <

+-=¢

Do ™
DN ™

che mostra la tesi.

2) Siccome essere totalmente limitato ¢ equivalente all’esistenza di una e-rete sul nostro
insieme, ci basta mostrare che la rete su X ne induce una su K(X).

Sappiamo per ipotesi che, preso un € positivo, esiste una e—rete F' di X.

Mostriamo che Z(F) & una e-rete per K(X) secondo dy. Osserviamo che, poiché F &
un insieme finito anche Z(F) ¢ finito, inoltre gli elementi di Z(F') sono insiemi finiti di
punti, che sono compatti quindi sono elementi di K(X).

Preso C € K(X) consideriamo

Fo = FNN.(C) € 2(F)

e mostriamo che dy (C, Fo) < e:

Per costruzione Fo C N:(C), quindi per la caratterizzazione (7.18) dobbiamo solo veri-
ficare che C' C NV (F().

Sia x € C' C X. Per definizione di F esiste y € F tale che z € B.(y). Poiché z € B.(y)
si ha che y € B.(z) C N-(C), dunque y € F¢ per definizione e quindi x € N:(F¢) come
voluto.

3) L’ultimo punto deriva dai primi due: per la Caratterizzazione dei compatti in spazi
metrici sappiamo che se uno spazio € completo e totalmente limitato allora & compatto,
dunque, se supponiamo X compatto, sappiamo che esso ¢ completo e totalmente limitato,
dunque, per i due punti appena dimostrati, (K (X), dy) ¢ completo e totalmente limitato,
dunque ¢ anche compatto. O

7.3 Dimensione di Hausdorff e Frattali

Definizione 7.20 (Dimensione di Hausdorff).
Dato E C R", la sua dimensione di Hausdorff ¢ definita come

dimy (E) = inf{k > 0 | H*(E) = 0} € [0,7).
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Osservazione 7.21.
Se ¥ ¢ una k—superficie C! allora dimy(X) = k.

Osservazione 7.22 (Frattali).

Esistono insiemi £ C R”™ tali che dimy(F) ¢ N. Insiemi di dimensione di Hausdorff
non intera vengono chiamati frattali. Il termine “frattale” non si esaurisce a questi ma
evitiamo di scendere ulteriormente nel dettaglio.

Osservazione 7.23.
L’insieme di Cantor e la curva di Koch sono insiemi di questo tipo.

7.3.1 Sistemi di Funzioni iterate

Vogliamo costruire dei frattali invocando il Teorema delle contrazioni / Banach Cacciop-
poli su (K(R™),dy). Cerchiamo di capire chi sono le contrazioni

Osservazione 7.24.
Se T' & una isometria di R" allora

T:
K — Uper T(2)
€ un’isometria.
Dimostrazione.
Per definizione di isometria |T'(z) —T(y)| = |« —y|, quindi per come ¢ definita la distanza
di Hausdorff dy (C1, Co) = dy (T(Ch), T(C?)). O

Teorema 7.25 (Sistemi di Funzioni iterate hanno un unico punto fisso).
Sia p; : R™ = R™ per i € {1,--- , N} una famiglia di contrazioni, in particolare

lpi(x) —wi(y)| < plz -yl perpe(0,1).

Definiamo la mappa®
KR") — K(R™)

D : .
C — UZ\L1 ‘Pi(c)

Valgono le sequenti proposizioni:
1. ® ¢ u—Lipschitziana su (K(R™),dy). In particolare é una contrazione.
2. FEsiste un unico C € K(R™) tale che ®(Cx) = Coo.

3. Per ogni C € K(R™) la successione ottenuta iterando ® su C' converge a Cs in

(K (R™), d).

Dimostrazione.
Osserviamo che ® ¢ ben definita perché se C' € K(R") allora ¢,;(C) € K(R™) e I'unione
finita di compatti (non vuoti) & un compatto (non vuoto).
1) Dati C7,C2 € K(R™) si ha che se x € ®(Cy) allora z € ¢;(C1) per qualche j, cioe
z = @;(T) per T € Cy. Siay € Cy tale che |T — 7| < dy(C1,C2) e poniamo y = ¢, (7).
Osserviamo che

|z —y| < plT — 7| < pdy(Cr, Ca),

dunque d(z, ®(Cs)) < pdy(Cy,C3). Simmetricamente vale anche che d(y, ®(C1)) <
pdy (C1, Co) per ogni y € ®(Cy). Per definizione della distanza di Hausdorff si ha che

dy(®(C1), 2(C2)) < pdu(Cr, Ca).

5una unione di contrazioni come quella definita qui & detta sistema di funzioni iterate o IFS.
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Alternativamente) Osserviamo che per ogni 6 > dy(C1,C2) si ha che C; C Nj(B).
Poiché ¢; ¢ p—Lipschitziana abbiamo che ¢;(C1) C N,5(¢(C2)), da cui

N

N
O(Ch) = U i(Ch) C UNWS(%(CQ)) = N5 (@(C2)).

=1 i=1

Simmetricamente ricaviamo ®(C) C N,5(®(C1)), da cui per la caratterizzazione (7.18)
si ha che per ogni 6 > dy (C1,Cs) vale

dy(®(C1), 2(C2)) < pé,
dunque passando all’estremo inferiore
dy(®(C1), ®(C2)) < pdy(C1, Ch)

come voluto.
2,3) Seguono dal punto precedente applicando il Teorema delle contrazioni / Banach
Caccioppoli. O

Esempio 7.26 (Curva di Koch).
Sia K7 = (—1,1) x {0} C R2. Definiamo la seguente contrazione

Kosr = T(Ky) = <;Kn + (1,0)> U (;Kn + (1,0)) U

(s ) = () o (s )+ (9)

La curva di Koch ¢ K = lim,, K,,, che esiste per il teorema dato che T" ¢ una Lipschi-
tziana di costante %
Calcoliamo dimy (K):

. 4 .
J — 29
HI(K) = 3j’H (K),
quindi se esiste
_ log4

dln’l’H(K) = log 3

€ (1,2).

Dovremmo verificare che effettivamente ’H%(K) € (0,400) (CHE NON FACCIAMO).

Esempio 7.27 (Insieme di Cantor).

Osserviamo che . -
o= (1o)u(2+1e),

dunque
1 1 2
HE(C) = 37€7'l’“(0) + 377'lk(0) = ;,ﬁ'lk(c)-
Se H*(C) € (0, +c0) allora
2 log 2
| = 1
3 = k log3 € (0,1)

Dobbiamo dunque verificare che 1eEs (C) € (0,+00) (CHE NON FACCIAMO), dunque

_log2

dlmH(C) = 10g3
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